Limiti di funzione - svolgimenti

Useremo la notazione

f(z) = g(z) per x — xg @TEQO% — 1

~

Inoltre ricordiamo la definizione di o piccolo:

f=o(g9) (f & o piccolo di g) per x — zyp < lim %x)) = 0.
z—zo g(x

Dalla definizione abbiamo subito:

o(g) +o(g) = o(g), o(cg) =o(g), olg+o(g))=o(g), of)olg)=o(fg),

come nel seguente esempio:

(@® + o(a®))(z + o(z?)) + o(z®) = &* + o(a”) + o(z") + 0(2°) + o(a®)
=zt +o(z*) + o(z®) + o(2®) = 2* + o(z?).
Per il calcolo di limiti che si presentano nelle forme indeterminate del tipo 0/0 o
00/o0 faremo uso anche dei seguenti risultati.

Teorema di De L’Hépital. (o regola di De L’Hépital) Siano f,g: I — R funzioni
definite e derivabili in un intorno destro I di xg € [—00,400[. Supponiamo che sia
verificata una delle due condizioni:

i) (forma 0/0) lll)gjnJrf(ac) = lim g(x)=0;

r—xo+
i) (forma 0o/o0) lim f(x) = lim_ g(r) = oo

Se esiste il limite
!

@)

o 7@)

allora esiste anche il limite

lim M =
A g@)

)

Le stesse conclusioni sono valide per il limite x — xo— (se f,g sono definite in un
intorno sinistro di o € | — 00, +00)).

Indicheremo nel corso degli esercizi con (H) l'applicazione del teorema di De
L’Hopital, come nel seguente esempio:

log |z| — (H) = 1z = lim(—z) = 0.

i%xlog |$| = lim z—0 —1/.’1,'2 z—0

z—0 1/x




Esercizi sui limiti 2

E spesso utile tenere a mente alcuni “limiti notevoli”, tra i quali ricordiamo:

. @ _q
lim 222 — 1, lim & — 1
z—0 X z—0 T
log(1 r
lim —og( +2) =1; lim - ~+00;
x—0 €T r—+o00 I
1
(@>0) lim —2% =0,  limazloglz| =0.
r—+o0 % z—0

Sara di estrema utilita nel calcolo dei limiti la formula di Taylor (con il resto di
Peano):

n k)
flz) = Z ! k'(a) (x —a)*+o(r —a)™ perz — a,
k=0

valida per esempio per funzioni derivabili n + 1 volte in un intorno di a. I polinomio
di Taylor di f di ordine n e di centro a verra indicato con

k) (g
7@ =3 T D e - )t
k=0 ’

se a = 0 si omettera l'indice a. Dalla formula di Taylor e dalla definizione di “o pic-
colo” si ottiene subito che in certi limiti si puo sostituire alla funzione il suo polinomio
di Taylor, dall'uguaglianza

LS T
a—a (x —a)®  a—a(x—a)®

Svolgimenti

1) Cercheremo di svolgere questo esercizio usando per quanto possibile la regola di
De I'Hopital. Verifichiamo prima di tutto che si tratti di una forma indeterminata.
Ricordiamo che si ha x ~ sinz per z — 0, e quindi

. " 3\ . o
h%l+ sin x log(x”°) = mlg(r)lJr 3xlogx = 0.

Tr—

La funzione (14 2z)!°8% presenta una forma indeterminata del tipo 1~ per x — 0.
In forma esponenziale si ha

(1 + 2x)logz _ elogzlog(1+2z)'

Dobbiamo quindi calcolare il li%lJr log xlog(1 + 2x). Possiamo applicare il teorema di
De L’Hopital nel seguente modo:
log(1 + 2x)

1
log z z(log z)?

lim
x—0+
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— —2 2 _ 2 _
(1.1) = $1L%1+ 1_’_Qgg(log;z) = $1£(I)1+ —2z(logx)* = 0.

Anche qui abbiamo usato il fatto che
li log® z =
. H%)l+x og"x =0
per ogni @ > 0. Quindi si ha che

(1.2) lim (14 22)°8% = lim eloe@losi+22) — 0 _ 1
r—04 z—0+

Dunque si ha una forma indeterminata del tipo 0/0. Possiamo usare il teorema di De
L’Hopital, tenendo conto di quanto visto sopra, e calcolando la derivata

D(elogzlog(l—&-QI)) — elogzlog(1+2z) ( logx + l log(l + 2$)> )
T

1+22
Si ottiene
(1 + Qx)log:r -1 1 eloga:log(lJrQa:) -1
im ——————— = - lim
z—0+  sinzlog(z?) x>0+ xlogz
2 1
= 1 lim elogmlog(1+2x) (1+27) logx + z log(l + Q:E)
3 =0+ 1+ logx
1 .. 2log x log(1 + 2x)
= - lim
3 2—0+ \ (14 22)(1+1logz) x(1+ logx)
1 2logx 1 log(1 + 2x)
=- lim —— +- lim ——=
3 2—0+ 1+logz 3 =—0+ z(1l+logx)
2 1 1
_20 1 0g(1+2:17).
3 320+ x(1+logx)

Possiamo ancora applicare il teorema di De L’Hopital:
log(1 + 2z) T
— " =(H)= lm ——F— =
z—0+ = + zlogx z—0+ 2+ logx

Quindi il valore del nostro limite & 2/3.
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2) Questo esercizio & simile all’ esercizio 1; lo si puo quindi svolgere come gia visto.
Seguiamo qui una strada diversa, cercando di sfruttare alcuni limiti notevoli. Ricor-
diamo che log(1 + y) =~ y e che (e¥ — 1) = y per y — 0+, quindi (dato che, come in
(1.1), log z log(1 — 7z) — 0)

1—(1—7x)°8% = —(elog®1o8(1-72) _ 1) ~ _log zlog(l — 7z) per & — 0+

e anche
e?® —1~2zperxz— 0+.

Dunque possiamo calcolare

. 1—(1—7zx)ls® . —logzlog(l—Tx) . —logzlog(l—Tx)
lim ————— = lim = lim
z—0+ (€2 —1)log(a3)  z—0+ 2z log(a?) &—0+ 6x log x
1 . log(l—Tx) 1 .. =Tz 7
= —= lim &/ =—-=lim — =~
6 z—0+ x 6 z—0+ =z 6

Nell’ultimo passaggio abbiamo usato di nuovo che log(1—7z) &~ —7x. Si consiglia
di cercare di risolvere ’esercizio 1 seguendo anche questo metodo.

3) 1l limite si presenta nella forma indeterminata 17°°, dato che

lim —— = .
it x sin(5z) oo

Possiamo riscrivere, usando la funzione esponenziale

1 log(cos(3z))
(cos3x)* sin(5r) _ , xsin(5)

Dobbiamo quindi calcolare il limite

log(cos(3z)) .. log(cos(3x))

z—0+ zsin(5z) o0+ 5x2

(abbiamo usato siny & y per y — 0) che si presenta nella forma 0/0.
Possiamo usare il teorema di De L’Hopital per ottenere:

1 -3t
lim og(cos(3x)) —(H)= lim 3tan(3z) _ 9
z—0+ 512 z—0+ 10z 10

(infatti tany ~ y per y — 0). 11 limite & quindi e~ 10.
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4) Come in 3 si ha una forma indeterminata del tipo 17°°, poiche

4z
1m =
z—0+ tan4x

Si ha quindi
4x 1

)

log(

tan4x” xsin3x .

1
)xsm3x —e

(

Si deve calcolare il limite

tan4x

4z 1 4z 1
li 1 = 1 log(———)—
w—l%l-l- Og(tan 4x)xsin 3z w—1>%1+ Og(tan 495)3372

= (H)

tandx 4tandzr — 162(1 + tan®4x) 1

= 1'
zi%lJr ( dx ) tan? 4z 6x
4tandr — 16 8 4tandxr — 16 8
=lm ——————= lm —MM— — —
a—0+ 6z tan®4dx 3 z—0+ 9623 3
1 4 — 4
L gy tamdezdr 8 g
24 z—0+ 3 3
1 . 4tan%4x 8 8 8 16
=— lim ——= == == ——
24 z—0+  3z2 3 9 3 9

Notare che si & usato piu volte il fatto che tan4x ~ 4x per z — 0.
L oo 16
Il limite cercato e e~ 9 .

5) Questo limite si puo calcolare come i due precedenti. Un altro metodo possibile &
usare gli sviluppi di Taylor (che puo essere anch’esso utilizzato per i limiti 3 e 4). Per
semplificare i calcoli considereremo il limite

1
I— lim (sm?):c)xstz '
z—0+ 3z

Il risultato del limite 5 sard 1/L.
Come in 3 e 4 ci si riconduce al calcolo di

lim log <sm 3x> 1

204 3z 202"

Se ricordiamo che

sin 3z = 3z — gx?’ + o(2?)

e che log(1+y) =y + o(y), si ha

sindz\ 3 5 N 9
log( 37 )—1og(1 5% +o(z?)) = 5T + o(z?).
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Quindi si ottiene

lim lo sindey 1 lim —§x2i——§
ety B\ T3z )22 T 00w 20 22T 1

Siha L = e~ 1. Il risultato del limite & quindi 1/L = ed.

6) Dato che sin(z?) ~ 22 per  — 0 il limite cercato ¢ uguale a

2y _ 9,2
I— lim log(1 4 222) — 222 cos(xV/2)
r—0+ T2

Per semplificare i conti possiamo cambiare variabile, ponendo y = z+v/2. Si ha quindi

6.1) I— lim log(1 +y?) — y?cosy
: y—0+ 7%

Cerchiamo di applicare il teorema di De L’Hopital:

2y 2 .
8 15,7 — 2ycosy+y“siny
L:(H):_ lim 1+y2
7 y—0+ 6y°

8 li 2y — (1 +9*)(2y cosy — y*siny)
== lim

7 y—0+ 615
_8 lim 2 —(1+y?)(2cosy — ysiny) (1) =

7 y—0+ 6y
_ 8 i Wlysiny —2cosy) + (1+y*)(3siny + ycosy)
T ot 2443
— y® cosy + by siny — 3y cosy + 3siny
© 21 y—0+ Y3
I siny siny — ycosy
=5 ylir(r):_ (cosy+5 ; +3 7

1 (1+5)+ LT siny — ycosy ()
= 57 — lim ——~2 7 = _

21 7 y—0+ 3
_ 6 L cosy—cosyfysiny 6 1 L

2L T =0t 3y 21 " 21 3

Notare che abbiamo usato quando possibile il limite notevole di siny/y.
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7) Come nell’esercizio 6 possiamo usare la relazione tanz* ~ 2% per 2 — 0, e la

sostituzione y = 2x per semplificare i calcoli :

822 cos(2z) — 2log(1 + 42?)

7.1 li
(7.1) i 72 tan(x?t)
2 _ 2
— lim 8x* cos(2x) — 2log(1 4 42%)
z—0+ 726

(7.2) - —16( lim 8- (log(1+?) —y° Cosy)>.

y—0+ 7y6

Il limite tra parentesi tonde & quello considerato nell’esercizio 6 (vedere la formula
(6.1)), quindi il risultato cercato & —16/3.

Vogliamo pero descrivere un altro metodo per ottenerlo, usando gli sviluppi di
Taylor. Consideriamo il limite

2y .2
I— lim log(1+y )6 y° cosy
y—0+ Yy

Per calcolare L dobbiamo calcolare il polinomio di Taylor di grado 6 della funzione
F(y) =log(1 +y?) — y* cosy.

Ricordiamo che 1 )
log(l+2)=2z— 522 + 523 + o(2%)

e che ) 1
- R 4
cosy 59 T 5y toly )
per cui
1 1
log(1 4 y?) = y* — 51/4 + gyﬁ +o(y®)
e anche ) )
y?cosy =y — §y4 - ﬂyﬁ +o(y°).
Quindi si ha
7) = (5 — 57)0° +0(6) = oot +ol”)
3 24 24

Si ha quindi L = 5.
Da (7.2) si ha che il risultato cercato ¢

128L 128 7 16
77 7 24 37

come gia visto in precedenza.
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8) Prima di tutto possiamo semplificare il limite ricordando che sin(zv/6) =~ x+v/6 per
x — 0, e usando la sostituzione y = V2. Si ottiene cosi

31 om0+ NG

2 V6log(1 4 222) — 2z sin(x+/6)

16 . V3log(l+y®) — ysin(yv3)

8.1 =
(81) 313 y—0+ y6

Dobbiamo calcolare quindi il limite

(8.2) I = Y3log(l+y?) —ysin(yy3)
. Jim 5 :

Possiamo usare gli sviluppi di Taylor per il logaritmo ed il seno, ottenendo (come
nell’esercizio precedente)

1 1
log(1 +y%) =y* = y' + gyﬁ +o(y®)
e anche

ysin(uv3) =y (33— S(VE) + T (wVB) + o))

1 3
=y*V/3 — §y4\/§ + —40y6\/§ + o(y®).
Si ha quindi

V3log(1 +4?) — ysin(yv/3)

4 6 4 6
= VB2 - L+ L) - (VB - LB+ 2 B) o)

/13N 6 31 4 6
—(3 4O)y\/§+o(y)—120y¢§+o(y),

e dunque

31,6 6
o Sy5VB40(y%) 31
8.3 L= lim 209V _ 3
(8.3) YOt Y6 120V

e il risultato cercato & (si veda (8.1))

16 2



9 Andrea Braides

9) Questo esercizio & completamente analogo al precedente. Infatti, se usiamo il fatto
che tan(zv/6) ~ /6 per  — 0, otteniamo il limite

4a+/2sin(zv/3) — 4v/61og(1 + z?)

;r:l—l)I(I)l-l- 556\/6
2\ _ .
_ _i( lim V3log(1 + z?) xsm(:vﬁ))'
\/3 z—0+ b

La quantita tra parentesi in quest’ultima espressione & esattamente il limite L nella
formula (8.2), il cui valore & 251/3 come calcolato in (8.3). Quindi il risultato cercato
e

4 31

——L=-°".
NG 30

Si consiglia di cercare di calcolare questo limite e i due precedenti anche mediante
I'uso della regola dell’Hopital, come descritto nello svolgimento dell’esercizio 6, e con-
frontare i due metodi.

10) La funzione arcsin(cosz) & continua in z = 0, e quindi possiamo sostituire nel
limite arcsin(cos 0) = arcsin(1) = 7, ottenendo

2 .. sin(sinz) — arctanz
— lim .
T z—0+ x®

In questo caso sembra che la regola dell’Hopital sia difficile da applicare (provare per
credere!), dal momento che si deve derivare 5 volte la funzione composta sin(sin ),
e non sembrano facili le semplificazioni come per esempio nell’esercizio 6. Cerchiamo
quindi di usare gli sviluppi di Taylor fino al quint’ordine per le funzioni sin(sinz) e
arctan x. Si ha (ricordando lo sviluppo di Taylor del seno, e che sinz = x per z — 0):

1 1
sin(sinx) =sinz — g(sin x)® + m(sin ) 4 o(sin® x)

1 1
=sinx — E(sinm)?’ + m(sin ) 4 o(z®).

Dal momento che

e s, 1 5 5
sing =z — 2o + Thid + o(z”)
03 L 5 33 _ 3 1 s 5
(10.1) (sinx)® = (xfgac +o(z?)) =a° — 2% + o(z?)

(sinz)® = (x + o(2))® = 2° + o(z),
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abbiamo
. _ s, b s 1.5 15 L 5 5
sin(sinz) = (z 5% + 130° ) 6(3; 5% )+ 120" + o(x”)
1
=x— §x3 + 1—01‘5 + o(z°)
D’altra parte
1 1
arctanz = ¢ — 5363 + 5335 + o(x%),
e quindi
sin(sinz) — arctanz = (i - 1)335 +o(z°) = —ix‘r’ + o(z®)
10 5 10 '
Il limite cercato ¢ quindi
2 . sin(sinz) —arctanz 2 —152° 4 o(a?) 1
= lim == lim —/—————==——.
T 20+ xd T o—0+ x® 5T

11) Questo limite & simite al precedente. Notiamo che si pud sostituire nel limite
arctan(cos 0) = arctan1 = T, ottenendo

4 . arctan(sinz) — xcosw

— lim .

T -0+ xd
Anche qui utilizziamo gli sviluppi di Taylor fino al quint’ordine. Ricordando lo sviluppoll
dell’arcotangente, che sinz ~ x per x — 0 e tenendo conto degli sviluppi gia visti in
(10.1), si ottiene:

1 1
arctan(sinz) = sinx — 3 sin® z + R sin® z + o(sin® z)

1 1 1 1 1 . 5
= (= go' + o)~ 30"~ 57°) 4 5o+ o)
3
=x— §w3 + §x5 + o(z®)

Inoltre si ha

1 1 1 1
xcosx = z(l — §m2 + ﬂx‘l +o(z") =z — 51'3 + ﬂ:ﬁ + o(z®),
e quindi
i — — §_i 5 5 _1 5 5
arctan(sinz) — x cosz = (8 24)56 +o(z°) = 3% + o(z°).

Sostituendo questo sviluppo nel limite si ottiene il risultato:

4 . arctan(sinz) —zcosx 4 . za®+o(z) 4
— lm = — lim =2———~ 7~

5 5
T x—0+ x ™ x—0+ a 37T
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12) Dal momento che sinh(1) = % (e — e~!) basta esaminare il limite

esinr + IOg( 1795)

€

[ i O tlos(7E) et 4log(l—a) —1
z—0+ a3 z—0+ a3 ’

Cerchiamo di applicare il teorema di De L’Hopital.

e cos T — 117 1—z)es™* cosx — 1
L=(H)= lim R Gk
x—0+ 312 z—0+ Ry
. =M% cosy + (1 — x)es™? cos? & — (1 — x)es™ T sin

=(H) = lim

z—0+ 6x

. : 1—x)cosx —1 . : sin x
= lim "% cosz <#) — lim ™71 —2x) .
z—0+ 6x z—0+ 6z

Se notiamo che sinz ~ z, % — 1, cosz — 1, e (1—z) — 1 per z —0 ,

possiamo semplificare il limite ottenendo

I— lim (I-a2)cosz—1 1
z—0+ 6x 6
. —coszx—(l—x)sinz 1 1 1 1
= H = 1 —_——_— = ——— == ——,
(H) =l 6 6 6 6 3

Il risultato cercato ¢ quindi

1 2e

L= .
sinh 1 3(1—e?)

13) Questo esercizio ¢ analogo all’esercizio 12. Si pud quindi svolgere usando la regola
di De L’Hopital. Un altro modo ¢ usare gli sviluppi di Taylor fino all’ordine 3. Si ha

1 1 - .
et T — 1 4 arctan x + §(arctan z)* + g(arctan r)® 4 o((arctan z)?).

D’altronde

1
arctanz = x — §x3 + o(2®)

1
arctan®z = (z — gx?’ +o(z*))? = 22 + o(2?)

arctan® z = (z + o(x))* = 2 4 o(2?),

e quindi, dato che arctanx ~ =z,

1 1 1 1 1
grretan T _ | 4 g §x3 + 5332 + 5:33 to(x¥)=1+z+ 5372 - 6963 +o(a).
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Si ha anche

log(l —z) = -2 — = — — 4+ o(z?)
e quindi

1— 1
edrctan@ log(—x) — edrctanz 10g(1 _ .Z‘) — 1= —5353 + 0(1;3).
e

Il nostro limite vale dunque (dato che cosh(sinz) — 1 e sin® z ~ z?)

- earctan L log( 1;I)

»—0+ xsin? z cosh(sin z)

earctana: + IOg(l%l)

(13.1) - xlggl+ x3
. —32% 4+ o(2?) 1
= lim 3 =—-
z—0+ T 2

Si consiglia di risolvere anche l’esercizio precedente usando gli sviluppi di Taylor.

14) Questo limite & analogo ai due precedenti. Si pud quindi risolvere sia usando gli
sviluppi di Taylor che utilizzando la regola di De L’Hopital. Ricordando che coshx =
1+ 222 + o(2?) si ha coshz — 1 &~ 222 e quindi

3.

DN | =

(coshz — 1)sinz ~

Il nostro limite vale quindi

5 L e~ arctan x + IOg( 1-23:)
r—0+ $3 ’

Cambiando variabile y = —z otteniamo

arctany+10 1—_y
~2 lim - il

y—0— y3

Questo limite & analogo a quello gia considerato in (13.1). Quindi il risultato cercato
e 1.
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15) Dal momento che 272 — +oo per x — 0, si ha arctan(z™2) — 5 per z — 0.
Quindi il limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Il denominatore si comporta
come 92% (poiche sin®  ~ 2?). Tl nostro limite & quindi eguale al limite

1 im Z — arctan(z~?) — sin(z?)
9 2—0+ a6 '

L=

Notiamo che la variabile z compare sempre con potenze pari. Questo ci suggerisce il
cambiamento di variabile y = 2. Si ottiene quindi

1 T —arctan(y 1) —siny
L=- lim 2 .
9 y—1>0+ y3

Notiamo che non possiamo usare gli sviluppi di Taylor a questo punto poiche ’argo-
mento dell’arcotangente tende a +oo. Applichiamo la regola di De L’Hopital, ricor-
dando che

1 1 1
D(arctan(yil)) =—Q" (——) =
1 2 1 2
1+ () Y +y
Si ottiene
1 —1+1 5 — COSY
L=(H)== lim %~
9 y—0+ 32
(15.1)

1 . 1—(1+y?)cosy
= — lim
27 y—0+ Y2

A questo punto possiamo scegliere se utilizzare lo sviluppo di Taylor fino all’ordine 2
per il coseno, o procedere continuando ad usare la regola dell’Hopital. Scegliamo per
esempio questa seconda strada (ma si consiglia di verificare anche mediante la prima
— cfr. la risoluzione dell’esercizio 17):

1 —2ycosy + (1 +y?)siny
lim

L: H = —
(H) 27 y—0+ 2y
1 . ] . 2, SInY Y
o ﬁ(_ yli>r(IJl+ COby—*— yliglJr (1+y ) 2y + yli>r(r)1+ §Slny)
R —
Y 2 547
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16) Come nell’esercizio precedente il limite & nella forma indeterminata 0/0, e non
e possibile utilizzare direttamente gli sviluppi di Taylor. Si puo applicare la regola di

De L’Hopital, usando anche che sin(x?) ~ 23, e che
—cosx
D (arctan(— = ,
( (smx)) 1+sin®z
ottenendo
7 — arctan(z—) — % sin(z+/3)
lim :
z—0+ 622 sin(a3)
1 T —arctan(zi-) — % sin(zv/3)
== lim
6 z—0+ xb
(16.1)
Lﬂ — cos(zv/3)
I
6 =20+ 5zt

1 . cosz— (1+sin2z)cos(zv/3)
— lim .
30 =—0+ x?

Possiamo usare gli sviluppi di Taylor per seno e coseno fino all’ordine 4:

1 1
cosz =1-— 5x2 + ﬂ:ﬁl + o(z)

1 2 1
sin?z = (x - 61:3 + 0(x3)> =% - §x4 + o(z?)

cos(zV3) =1— %xQ + §I4 + o(zh),

ottenendo
cosx — (1 + sin® z) cos(zV/3)

1 1 1 3 3
—(1_ 1.2 _4)_(1 2__4)(1__2 _4) 4
( 5% +24a: +z 3% 5% +8x + o(z")
=§x4+0(x4).

2

Sostituendo questa espressione in (16.1) si ottiene

%x4 +o(z*) !

lim — =—— = —.
z—0+ 30 x4 20
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17) Questo limite & simile ai due precedenti, in special modo all’esercizio 15. In

questo caso il limite & eseguito per # — 0—, e quindi (sinz)™® — —occ e

lim arctan(—e—) = — T
im arctan = ——.
z—0— sin® z 2

Abbiamo quindi una forma indeterminata 0/0. Notiamo che si ha

z?sin(z”) ~ 2° ~ sin® z;

Il nostro limite & quindi uguale a

I _ 1 lim T + arctan(—) + sin(sin® )
7 z—0- sin? x ’

dove la variabile 2 compare sempre tramite sin®. Questo fatto ci suggerisce il cambi-

amento di variabile y = —sin® z, che porta al limite
1 Z + arctan(—21) 4 sin(—y)
L=—- lim L
T y—0+ —y3
1 7 — arctan(%) — sin(y)
=—— lim Y
7 y—0+ y3

Questo limite & stato considerato nell’esercizio 15. Applicando la regola di De L’Ho-
pital, si ottiene (come in (15.1)):

B 2
[—_L py 1ZUFy)cosy
7 y—0+ 3y?

Dato che cosy =1 — 3y* + o(y?), si ha
1
L= 14y eosy=1-(1+y*)(1 = 5v*) +o(y”) = —5¥° + o(y”),
e quindi

1 =3y +o(y?)cosy 1
1im = —.
7 y—0+ 32 42
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18) 1l limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Al denominatore troviamo
22 sin® z &~ 2°. Un’applicazione della regola di De L’Hépital sembra piuttosto compli-

cata. Cerchiamo di usare quindi gli sviluppi di Taylor al grado 5. Abbiamo

T _ Lo 15 1, 15 5
e 71+x+5x +§x +Ix +§x + o(z?)

9 27
cos(3z) =1— 5332 + §x4 + o(x®)

25
cos(zv10) = 1 — 5a% + ga:‘l + o(z”)

1
1—:1+$+$2+$3+$4+$5+0((£5)
-z

9
e =1-3z+ 5:52 + o(x?),

e dunque
13 7 79
a2t 4 =2 4 o(ab)

e”cos(3x) = 1+ — 4a? — 3 5 30

1 1
— L =1t a—42® — 423+ —at + —25 4 o(ad)

cos(z+/10)
1—2z 6 6

1 1 3
§x36_31 = §x3 — a2t + 5335 + o(z®).
Si ha quindi

. cos(zv10) 1 4 4. <79 1 3) 5 5 119 ¢ 5
e” cos(3x) 12 +3xe =30 6+2 T +0(x)f30:c + o(z?),
ed infine
~ e%cos(3x) — w + szl . b to(at) 7
im = lim 24— 2 = .
z—0+ 1722 sin® z—0+ 1725 30

19) Anche in questo esercizio usiamo gli sviluppi di Taylor. Esaminiamo pero prima
il denominatore: dato che arctany ~ y per y — 0, si ha

2 2 1
x3(arctang) zwg’(%) :Zaﬁ5.
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Dobbiamo sviluppare il numeratore quindi fino all’ordine 5. Dagli sviluppi di espo-
nenziale, sin e della funzione 1/(1 + z) otteniamo

1 1 1
ef=1—a+ 5x2 — gxg + ﬂx‘l + o(z),

_ B 9 , 243 .
sin(3z) = 3z 5%+ 120° + o(x?),
—z _ 9 3, 243 5 3
e sin(3z) = 3z 5% + 120% x(3z 5% )

1
=3z — 32% — 32 4 5zt + 1—0:105 + o(z®)

3z
1+x

= —3:5(1 —x+2? -2+ 2t +o(z?))
= 32+ 322 — 323 + 32* — 325 + o(z®)

7 49
e =1— g% + 51‘2 + o(z?),

49
6zPe 5% = 627 — Tt + Ex5 + o(x®).

Dunque si ottiene

1
e “sin(3z) — v +6ade 8 = 7—3:5 + o(x%),

1+ 60
e quindi
i e~ 7 sin(3z) — li—”m B P . Z—(l)xf’ +o(z?) T
5 2 IPany 1.5 15
vt 3 (arctan %) w0t 1T 15

20) 1l limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Calcoliamolo usando gli
sviluppi di Taylor. A differenza degli esercizi precedenti, non & presente né al nume-
ratore né al denominatore alcuna espressione riconducibile immediatamente a una
funzione del tipo x%; non & chiaro quindi a quale ordine ci dobbiamo arrestare negli
sviluppi.

Consideriamo il numeratore; si nota che ¢ una funzione di sin(sin z). Dal momento
che sin(sinz) ~ z, e arctany = y — 33° + o(y®), si ha

arctan(sin(sinz)) — sin(sin z)
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1 1 -
= sin(sinx) — g(sin(sin z))3 + o((sin(sin z))3) — sin(sinz) = fg(sin(sin )3 + o(z?).
Dal momento che sin(sinz) &~ x (verificarlo!), si ottiene
1
arctan(sin(sinz)) — sin(sinz) ~ _§$3'

Dobbiamo quindi sviluppare anche il denominatore fino all’ordine 3. Si ha

1
arctan(sinz) = sinx — g(sin z)% + o((sinz)?)

1 1
= (z— 63:3 +o(x?)) — g(z + o(2*))? + o(z?)
1
=z — —23 + o(x?)
2
e quindi
: L3 3 L 3 3 L 5 3
arctan(sin x) — arctanz = (z — 3% +o(z?)) — (z — 3% +o(z?)) = —5% + o(z?).
In conclusione, otteniamo
arctan(sin(sin z)) — sin(sin z) ) —38
m = m — =
a—0+  arctan(sinz) — arctanx 20+ — a3 + o(x?)

21) L’esercizio ¢ analogo a 20. Risolviamolo usando gli sviluppi di Taylor:
1
sin(arctan(sinz)) = arctan(sinz) — é(arctan(sin z))3 + o(arctan(sin z))?
1
= arctan(sinz) — g(arctan(sin )3 + o(z?).

Notare che abbiamo usato il fatto che arctan(sinz) ~ sinx =~ x per z — 0.
Inoltre abbiamo

1
sin(arctanz) = arctanx — g(arctan x)® 4 o(arctan® z)

1 1

= (z = 32" + 0(2")) = £ (2 + 0(2))” + o(a”)
1

=z — 5303 + o(z?).

Qui abbiamo usato arctanz ~ x per x — 0.
Dunque si ha
1 1
sin(arctan(sinx)) — arctan(sinz) = fg(arctan(sin )3 + o(2?) = —Ex?’,

e anche
- - L s 3 L3 3 L 3 3
sin(arctanz) — sinx = (x — 3% +o(z”)) — (x — g% +o(z”)) = —3% + o(z”).

Si ottiene quindi
. sin(arctan(sin x)) — arctan(sin ) . — %x?’ 1
im = lim ———%—— .
z—0+ sin(arctanz) — sinx w—0+ —13 4 o(x3) 2
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22) Questo esercizio & in parte simile ai due precedenti. Notiamo che il numeratore
& una funzione di sin(sin «). Usando lo sviluppo di Taylor per la funzione “tangente”
al grado 3 si ottiene

tan(sin(sinx)) — sin(sin )
1

= (sin(sinz) + g(sin(sin x)® 4+ o((sin(sinz))?) — sin(sin z)

1 1
= g(sin(sin 7)) + o((sin(sin z))?) = g(sin(sin 7))% + o(z?).
(Si & usato sin(sinx) & sinz ~ x per x — 0).
Analogamente il denominatore ¢ una funzione di sin(tanz). Usando gli sviluppi

di Taylor per tan e sin si ottiene:

. 1 . :
sin(tanx) + g(sm(tan z))® + o((sin(tan x))S))

/N

tan(sin(tanz)) — sin(sin(tanx)) =

sin(tan ) — é(sin(tan )% + o((sin(tan x))?’))

VS

N = N =

(sin(tanx))® + o((sin(tan z))?)

(sin(tanx))® + o(x?)

Si ha quindi

(sin(sinz))® 2

tan(sin(sin z)) — sin(sin x) lim F———+
(sin(tanz))3 3

z—0+ tan(sin(tanz)) — sin(sin(tanz))  =—0+

NI ofm
|

(come gia visto infatti sin(sinz) &~ x ~ sin(tan z)).

23) Quest’esercizio ¢ analogo al precedente. Come nell’esercizio 20 abbiamo
. o 1, . 3 1 4
arctan(sin(sinz)) — sin(sinz) ~ —g(sm(sm x))° =~ —3%%

mentre nell’esercizio 22 abbiamo gia visto che

1 ; 1
tan(sin(tanz)) — sin(sin(tanx)) =~ g(sin(tan r))? ~ 51:3

per cui

arctan(sin(sinz)) — sin(sin z) . —iz
im =
x—0+ tan(sin(tanz)) — sin(sin(tanx))  z—0+
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24) Come gia visto nell’esercizio 22, possiamo calcolare lo sviluppo di Taylor del
denominatore ottenendo:

. . . 1 . 3 3 1 3 3
tan(sin(tanz)) — sin(sin(tan x)) = §(s1n(tan x))” +o(z®) = 3% + o(z?).
Quindi dobbiamo sviluppare anche il numeratore fino al grado 3. Sempre riguardando

I’esercizio 22 otteniamo lo sviluppo di Taylor

1 . . 1 .
tan(sin(sinz)) — sin(sinx) = g(sin(sin ) + o(2®) = §x3 + o(z?),
mentre si ha
sinz® = 2% + o(2%);
dunque il numeratore ha lo sviluppo
tan(sin(sinz)) — sin(sinx) — sinz® = —§m3 + o(z?).
Il limite cercato vale quindi
tan(sin(sinz)) — sin(sin ) — sin 23 . —22% +o(z?) 4
= 1 —_— L =
z—0+ tan(sin(tanz)) — sin(sin(tan z)) 20+ 123 4 o(z?) 3

25) Questo esercizio differisce dal precedente solamente perche i ruoli di numeratore
e denominatore sono invertiti. Dall’esercizio 23 infatti si ottiene per il numeratore:

1
arctan(sin(sinz)) — sin(sinz) ~ —gx?’;

quindi anche per il denominatore dobbiamo calcolare lo sviluppo di Taylor fino all’or-
dine 3. Possiamo ancora ricordare i calcoli dell’esercizio 22, e ottenere
L 3

tan(sin(tanz)) — sin(sin(tanx)) = %(sin(tan z))3 + o(x?) = 2% + o(z?).

Quindi per il denominatore otteniamo

1
sinz® — tan(sin(tanz)) + sin(sin(tanz)) = sinz® — 5303 + o(z?)

1 1
=23 - 5:103 +o(z?) = 5(E3 + o(z?).

Dunque il limite cercato e:

arctan(sin(sin z)) — sin(sin x) . -8 2

li = z.
w204 sinad — tan(sin(tan z)) + sin(sin(tan x)) om0 123 + o(x3) 3
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26) Il limite si presenta nella forma forma indeterminata 0/0. Esaminiamo il deno-
minatore usando gli sviluppo di Taylor di sin e tan:

sinz — 2sinztanz + tan®z = (sinz — tanx)?

= ((sinz — %x?’ +o(z®)) — (sinz + %x?’ + 0(:103)))2

Il nostro limite & quindi uguale a

log(cos 2x) + 222 cosh(2x
L=4 lim ( ) 5 (‘/5 )
z—0+4 x

Possiamo usare gli sviluppi di Taylor fino all’ordine 6:

1 1
cos2x = —(2x)% +

1 2 4
5 I(Zz)4 — —(22)% 4+ o(2®) =1 —22% + Za* — — 25 + o(f).

6! 3 45
Ricordiamo che 1 1
log(1—y) = —y— zy° — zy° +o(y®),
2 3
per cui

2 4
log(cos 2z) = log(1 — (222 — Za* + —2° + o(2)))

3 45

2 4 1 2 1

= —(22% - §z4 + 4—5:06) - 5(2932 - 5:,;4)2 - §(2x2)3 + o(z")
2 4 1 1

= — (222 — §x4 + 4—5306) - 5(4x4 - ;fﬁ) - 5(8:56) + o(x%)
4 4

= —22% — §x4 - i—5m6 + o(z°).

Basta sviluppare cosh z fino all’ordine 4:
2 1,2 1,2 2 2
cosh(ﬁx) =1+ §(ﬁm)2 + ﬂ(ﬁx)‘l +o(z") =1+ §$2 + 2—7964 + o(z),

per ottenere

2 2 2 4 4
22° cosh(%x) =22%(1+ §x2 + 2—7354 +o(z")) = 227 + 2" + =% + o(2%).

Si ha infine
2
log(cos 22) + 222 cosh(—=2) = (—— + —=)z% + o(2%) = ——=2°% + o(29),

V3

per cui
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27) 1l limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Possiamo subito semplificare
il denominatore usando sinx = x — %ms +o(x3), per cui ¥ —sinx ~ %x3. Si ha quindi

& — y/sin(z2) Y — y/sin(z2)
L= lm —F————=6 lim ————.

a—0+ (z —sinz)Jx a—0+ 3 Yx

Possiamo semplificare quest’espressione ponendo y = x2, per cui

V=5 V=9
3y — v/sin

lim y

v=0F YRy

Razionalizziamo, moltiplicando per ¢/y2 + ¢y siny 4+ v/sin” y(~ 3/y2) numeratore
e denominatore:

L =

: y —siny . Yy —siny
L = 6 hm = 6 hm _——
v=0t (/Y2 + Yysiny + Vsin®y)y2yy 0 B3RPy
1,3
1 1
=92 lim 8 -2

y—0+ ? 3
(si & usato di nuovo y — siny ~ %y3).
28) Anche questo limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Vogliamo ri-

solverlo usando gli sviluppi di Taylor di arctan e di (142)%. Prima di tutto ricordiamo
che e — 1 =~ x per z — 0 e quindi il limite si puo scrivere anche

3
Vx — y/arctan(z7)
lim
r—0+ T N .’L'S
Per semplificare i calcoli possiamo cambiare variabile ponendo y = z 1, per cui il limite

diventa
[arct
. ¢y — v/arctany . =3 arc;ny
lm ~4~~+—————-=lim ——————.

y—0+ Y2y y—0+ y?

Usando gli sviluppi

1
arctany = y — §y3 +o(y?),

1
= 1—|—§z—&—o(z)7

ol

(1+=2)

si ottiene

t 1 1 1
1- T — - s o) =1 - (1 - —y2+0(y2)) = -y’ +o(y°).
y 3 9 9
Dunque il nostro limite vale
i 240?11
im =
y—0+ Yy 9
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29)
Esaminiamo I’'integrale

/ (8% + sin(t")t?)dt.
0

Si ha 8t3 + sin(t")t? > 8¢3 — 2, per cui
x €T

1
lim (8% +sin(t")t?)dt > lim (83 — 1?)dt = (22* — §x3) = 4o0.

r——+00 0 Tr——+00 0

Quindi il nostro limite si presenta nella forma indeterminata co/co. Possiamo appli-
care la regola di De L’Hopital, ricordando che

D(/ (8t3 + sin(t7)t2)dt) = 82 —sin(z")2?.
0
Abbiamo dunque

T i3 e T2

TG s sine)e?
lim =H)= lm —epa

Sto0 3.’,54 T—+00 12$3

30) 1l limite ¢ analogo a quello dell’esercizio precedente. Calcoliamo il limite

1 [* 1 x 2 2
li — 10t4dt = i — [2 5} = i (2 —2°) = 2.
stoo 325 /2 0 dt s—too 325 t 2 o—too 320 (@ ) 3

Per quanto riguarda il secondo pezzo del limite, abbiamo |sin(¢7)#?| < ¢2, e quindi

x €T
| / sin(t")t*dt| < / | sin(t")t?|dt
2 2

IN

e 1
/thtzg(gf’—s)g 3,

2

Wl =

e anche ) " )
TN 42

per x — 4o00. Dunque, per il teorema del confronto

/ sin(t7)t3dt = 0
2

lim —
r—+oo 3x°

e il limite cercato vale %
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31) Il limite, a prima vista, non si presenta in nessuna delle forme indeterminate gia
viste. Basta pero ricordare la formula di cambiamento di base nei logaritmi:

logb
log, b=
%8a loga’
per ottenere il limite
1, —L -
. log(17 %¥/Z + sin(10z)) ' log(17 V(14 a1 sm(le)))
lim = lim
@+ 00 log(10¥/x) z—+o0 log(10/x)
i log(17 /) + log(l e sin(le))
ot log(10¥/x)

) log(172'/10)
= lim ———~
z—+oo log(10x1/3)

. log(17) 4+ {5 logz 3
= lim 1 =—.
e—+oo log(10) + zlogz 10

—1/10

Abbiamo usato il fatto che z sin(10x) — 0 per & — +oo0.

32) L’esecizio & analogo al precedente: cambiando base al logaritmo si ottiene il limite

) .
I— lim log(17 &= + sin(2x))
T—+00 log(2¢/x)

Il limite si presenta nella forma indeterminata co/oo; possiamo cercare quindi di usare
la regola di De L’Hopital, ricordando che

1
~ 17Yx +sin(27)

D(log(2¥/z)) = %

D(log(17/x + sin(2x))) (17%3:_1/2 + 2 cos(2x))

Si ottiene quindi:

) 3z 17+ 4z cos(2x) ) 3
lim . - = lim —
z—+oo 2y/x  17\/x + sin(2x) z—Foo 34

L=(H)= (17 4+ 4v/z cos(2z))

(si & usato 17y/x +sin(2z) = 17,/ per x — +00). Quest’ultimo limite NON ESISTE
(si nota subito che la funzione 17 4+ 44/x cos(2z) ha delle “oscillazioni” sempre mag-
giori). Questo NON VUOL DIRE che il limite L non esiste: solamente che NON SI
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PUO applicare la regola di De L’Hopital. Si deve quindi procedere come nell’esercizio
precedente, ottenendo:
log(17-&/x)

im —————-.
z—+oo  log(2¥/x)

A questo punto si puo anche usare la regola di De L’Hopital, e ottenere
1

L= lim 2&-2
3z

L =

r— 400

33) Come negli esercizi 29 e 30 si ha di fronte un limite nella forma indeterminata
00/00. Si puo risolvere questo esercizio come gia visto in precedenza, ricordando che

Yy
D(/ (8t3 +sin(t7)t%)dt) =8y3 +sin(y)y1,
0

e quindi (per la regola di derivazione di funzioni composte)

.'L'3
D(/ (8¢ +sin(t7)t%)dt) - (8(x3)% +sin((z%)7) (x3)%) - 302
0
= 242° + 3 sin(mzl)x%.
Si ha dunque, usando la regola di De L’Hopital:

3
[ (85 + sin(¢7)t7)dt 2473 + 3sin(a?) z7

li —(H)= 1
Jim 2 (H) = lim 1249
1 _ 21
ok gy SET)
4 z—+o0 i

Ancora una volta si ha usato che sin(z2')/z7 — 0 per 2 — +o0.

34) Questo limite ¢ simile al precedente. Proponiamo qui un calcolo differente. No-

tiamo subito che
at 1 4 5 «? 4 5
tdt = {—ﬁ} — Z(2° —2%),
/2 5, — 5@ )

e quindi il primo pezzo del limite ¢ uguale a
10 4 . 2 8
.= —921) = —
8 3z% 5 (27 —2%) '
Per quanto riguarda il secondo pezzo, mostriamo che converge a zero. Si ha |sin(y)| <
1, e quindi
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35) Notiamo prima di tutto che si ha

22 3x
mli)r(r)l+ . Vtcos(2t)dt = zlir(l)l-i- ; Wdt—

Infatti si ha (ricordando che sint < ¢ per t > 0)

wl

| ij Vtcos(2t)dt| < Sj Vitdt = [% 3]390 = %((212)% - (3:5)%) — 0

sint z 2 3
|/ ] < / Vidt = }O = Z(30)% -0

Dunque abbiamo una forma indeterminata 0/0. Per applicare la regola di De L’Hopital
dobbiamo calcolarci le derivate

22 222

D( . \/ZCOS(Qt)dt) = D( Vtcos(2t)dt — " \/Zcos(Qt)dt)

0 0

= 42v/2|z| cos(42?) — 3v/3x cos(6z)

3% gin sin(3x
D(/O Tttdt) 3\/%)‘

Ricordando che sin(z?) &~ 22, otteniamo il limite

242 3z
t
Vtcos(2t) Jr/ %dt
L= lim 23 o Vi
r—0+ T
9 9 sin(3x)
4x2v/2 cos(4x?) — 3v/3x cos(6z) + 3=
= (H)= lim &
z—0+ 312
4 in(3x) — 3 6
=3 lim v/2cos(42?) + lim sin(3z) — 3z cos(6z)

z 0+ z—0+ V3 22z

sin(3x) — 3x cos(6x)
V2 5 \/g L PN

Usando gli sviluppi di Taylor di seno e coseno si ottiene
3z cos(6x) = 3x(1 — 182 4 o(2?)) = 3z — 54a® + o(2®) = 32 + o(2*V/2)

9
sin3z = 3z — 5&:3 + o(2*) = 3z + o(2*/7)

sin 3z— 3 cos(62) = o(z*\/x),
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per cui si ha

. _ 2
lim sin 3z — 3z cos(6x) ~ im o(z*v/x)

x—0+ xQ\/E x—0+ 1‘2\/5 =0

Dunque il limite cercato vale %\/5

36) 1l limite si presenta nella forma indeterminata 0/0, ed & analogo a quello
dell’esercizio precedente. Per applicare la regola di De L’Hopital dobbiamo calcolare
le derivate

32 32

D( .\ \/z_ﬁcos(2t)dt> = D( Vtcos(2t)dt — /0337 \/z_fcos(2t)dt)

0

= 623 || cos(62%) — 3v/3x cos(6)

D(/O S‘i—;;dt) - 381\11/(33_;).

Ricordando che tan(z?) ~ 22, otteniamo il limite

322 3T :
Sin ¢
Vtcos(2t) + 2
L= lim =3¢ 0 Vi
x—0+ (ES

62%+/3 cos(622) — 3v/3x cos(6z) + SSir\l/(Six)
=(H)= lim z
z—0+ 32

L ) . sin(3z) — 3z cos(6x)
=2 wli%l+ V3 cos(622) + $1£(IJ1+ 2237

. sin(3z) — 3z cos(6x)
=2V3+ lim .
z—0+ x2v/3x

Quest’ultimo limite puo venire calcolato come nell’esercizio 35. Un modo per semplifi-
carlo (eliminando le radici quadrate) & semplicemente operare la sostituzione y = v/3x.
Il cambiamento di variabili porta a

: _ o (r2) a2 2
lim sin(3x) — 3z cos(6x) — 9 Jim sin(y?®) — y* cos(2y )
z—0+ 22+/3x y—0+ yP

Questo limite si puo calcolare utilizzando gli sviluppi di Taylor di seno e coseno come
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nell’esercizio precedente, oppure direttamente usando la regola di De L’Hopital:

siny? — y? cos 2y 2y cos y? — 2y cos 2y? + 41> sin 2y

y1_1>r(r)1+ Yo - (H) - y1_1>r(r)1+ 5yt
2 . ycosy? —ycos2y? 4 . sin 212
= - lim + —= lim
5 y—0+ y? 5y—0+ gy
_ g lim cosy? — cos 2y 40
5 y—0+ y3
(1) = g i —2ysiny? + 4y sin 2y
5 y—0+ 312
4 —siny? sin 22
:(H):—( lim sy +2 lim blny):O
15\ y—0+ Y y—=0+ y

(‘e stato utilizzato due volte sin(y2) ~ y2). Quindi il limite cercato & 2v/3.

37) 1l limite si presenta in una forma indeterminata 0°. Possiamo riscrivere usando
la funzione esponenziale:

__2
3 5\ 7 3 5y -2

Dobbiamo dunque calcolare il limite
L= lim
r—+00 log x

Usando le proprieta del logaritmo otteniamo

log( (3 %))
L= lim = lim
z—+00 log x z—+00 log z

log (3 - I%)

—2logx + 10g<3 — i)

2
= lim L= 2+ lim
z—+00 log x z—+00 logz
Dal momento che log (3 — %) — log 3 per z — 400, quest’ultimo limite ¢ uguale a

0, e quindi L = —2. Sostituendo L in (37.1), si ottiene che il limite cercato & e*.
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29
38) Come nel limite precedente il risultato cercato ¢ exp(4L), dove L ¢ dato dal

log(% - i)

L= lim
T—+00 logx

Seguiamo qui una risoluzione diversa da quella dell’esercizio 37. Notiamo che il limite
L si presenta nella forma indeterminata oo/oo. Possiamo quindi applicare la regola di

limite

log(32% — 5) — log(x®)

De L’Hopital:
10g(3x3;5>
L= lim ‘ = lim
z——+o0 log z z—+o0 log z
9% 51 —62% + 25
=(H)= lim =% % — lim = -2
r—-+00 P xr——+00 31‘3 -5

11 limite cercato & dunque e~ 8.

39) Per semplificare i calcoli, possiamo cambiare variabile ponendo y = % Il limite

da calcolare diventa quindi
L li ( L L si )210 (cos(2 ) + by sin(2 ))
= lim (—— — —sin in
S (e —ptiny) Lo y) + bysin(2y
1 y? Y .
= y]_l)r&_ y_6 (m — sin y) log (cos(?y) + 5y Sln(2y)>.
Esaminiamo la funzione
v o V(I —emY)sing
(—ew) 7 ey
Sihal—e¥=y+o(y) =y—3y>+o(y?) e
oy 1 1
v = (L—e)sing =y* — (y = 5u° +o(y”))(y + 0(y*)) = 59” + o(y”),
%yg _ 1,

y? — (1 —eY)siny
~ 2=y
Y 2

per cui
(1—ev)

Per quanto riguarda la funzione log|( cos(2y) + 5y sin(2y)), possiamo sviluppare facil-
mente l'argomento del log, ottenendo

, 1
cos(2y) + by sin(2y) = 1 — 5 (2)* + o(y®) + 5y(2y + o(y))
=1-2y% +10y% + o(3?) = 1+ 8y* + o(¢?).
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Ricordando che log(1 + z) = z + o(z) per z — 0, si ha

log(cos(2y) + 5y Sin(2y)) = 8y? + o(y?).
Dunque il limite vale

1
246

L= lim
y—0+ y

(%yz)z(&yz +o(y*) =2.

40) 11 limite ¢ analogo a quello dell’esercizio precedente. Cambiando variabile y = 1

x
si ottiene il limite

1 2 2
L= y1i161+ 5 (ﬁ — sin y) log (cos(4y) — 2y sin(4y)>.

Come nella risoluzione dell’esercizio 39 si vede che

—y2 —siny ~ 1y2
(1—ev) 277
mentre
. 1
cos(4y) — 2ysin(dy) = 1 — 5 (49)* + o(y®) — 2y(4y + o(y))
=1-8y*>—8y> +o(y?) =1—16y* + o(¢?),
e quindi

log (cos(4y) —2y sin(4y)> = —16y* + o(y?).
Il limite cercato ¢ dunque
. 1 2 2
lim —(—16y“ + o(y“)) = —4.

y—0+ 4y2

41) 1l limite si presenta nella forma indeterminata 17°°. Conviene riscrivere I’argo-
mento del limite usando la funzione esponenziale:

(cos(2x) —|—Zcosh(2x) ) T _ exp(i o (005(296) —1—2005h(2x) ))

Si deve quindi calcolare il limite

log (% (cos(2x) + COSh(QCﬂ))>

4 3

L= lim
z—0+ X
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che si presenta nella forma indeterminata 0/0. Possiamo utilizzare la regola di De
L’Hopital, ricordando che

p (=)} 2l it

L=(H)= lim 2(—sin(2z) +sinh(22)) .~ —sin(2z) + sinh(2z)

z—0+ 4x3(cos(2z) + cosh(2z))  «—0+ 423

(abbiamo tenuto conto del fatto che cos(2x) + cosh(2z) — 2 per z — 0). Abbiamo
ancora una forma indeterminata 0/0. Possiamo quindi ri-applicare la regola di De
L’Hopital, e ottenere
L= (H) = lim 2(— cos(2z) 4 cosh(2z)) i o cos(2zx) + cosh(2z)
a—0+ 1222 z—0+ 62

2(sin(2z) + sinh(2x)) sin(2x) + sinh(2x)

x—0+ 122 z—0+ 6x
(H)= Tim 2(cos(2z) + cosh(2z)) _ Z
x—0+ 6 3

Il risultato ¢ infine exp(3L) = exp(3).

42) Analogamente al limite precedente si puo riscrivere

2 3.1 108 2

(cos(3ac) + cosh(3z) ) 5T _ exp(gi (COS(Sx) + cosh(3x) ))7

per cui si deve calcolare il limite

P 410g(% (cos(3z) + cosh(?)x))) '

z—0+ 35(14

Possiamo utilizzare gli sviluppi di Taylor per le funzioni cos e cosh fino al grado 4,
ottenendo

1 LYz g 4
cos(3z) =1 2(Sx) + 24(3x) + o(z")
1 1
cosh(3z) =1+ 5(3z)2 + ﬂ(i’):c)4 + o(z*).
Si ha quindi

cos(3z) + cosh(3z) 2+ Fat 4 o(z*)
2 B 2

2
=1+ gx‘l + o(z),
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e (ricordando che log(1 + z) = z 4+ o(z) per z — 0)

log(cos(?)x) + cosh(3z)
2
Dunque si puo calcolare il limite

27 27
) = log(l + §x4 + o(x4)) = §x4 + o(zh).

27
Lo lim 2Gei+o@h)) 9
z—0+ 3x4 2

11 risultato & quindi exp( %)

43) Consideriamo per prima cosa gli integrali

log 3z log 3z _:
sint
e' arctan(t)dt, e ——dt.
2 2 t3

Per quanto riguarda il primo, la funzione integranda & sempre positiva, vale 0 in 0
e per t — +oo si ha etarctant ~ %et. Quindi applicando il criterio del confronto

asintotico si ha
log 3z
lim e' arctan(t)dt = +oc.
xT— 00 2

Per quanto riguarda il secondo integrale, si ha

sint < 1
<&
quindi la funzione Sit{z,t & assolutamente integrabile per ¢t — 4oc0. In 0 invece si ha

sint - 1
B 2
e quindi
log 3z sint
lim ——dt = 400.
z—+oco [2 3
Dunque il limite si presenta nella forma indeterminata oo/oc.
Consideriamo la funzione

log Sz sint
fz)= /2 (et arctan(t) + t—3)dt.

Essa e ben definita e derivabile per z sufficientemente grande e, per il teorema fonda-
mentale del calcolo, si ha:

sinlog(3x)

"(2) = (€°803%) arctan log(3z) +

)Dlog(3a:)

2 2 Tg . 2 2
— (e? Z 4 (2)3sin =) D(=
(e arctanw (2) sz) (ar)

sin 10g(3x)> 1 (

=+
log*(3z)

= <3x arctan(log(3z)) + -
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Per il teorema di Hopital si ha quindi

L= lim @: lim f'(z)

Tr——+00 €T Tr——+00

. sinlog(3z)
= lim (3arctan(log(3x)) + —=———
( log(32) + 3 05

r——+0o0

n 2 2 + (2)+x . (2))
—e% arctan(—) + = sin(—
2 x 4 z

1 2 1 i
= 3zEI+noo arctan(log(3z)) + 3 wgrfoo g Sin(g) = 3% + 3 ;11% Slzy _ 3

44) Tl limite & simile al precedente. Cerchiamo qui di seguire un procedimento leg-
germente diverso dallo svolgimento dell’esercizio 43.

Come in precedenza si nota che le funzioni e’ arctan t e sint/t® sono I'una continua
in 0, Paltra integrabile in senso improprio a +o0o. Quindi

log 2z log 2z
/ el arctan tdt ~ / e! arctan tdt,
2 0

log 2z _: +oo _:
sint sint
——dt =~ —dt
2 3 2 t3

per x — 4oc0. Il nostro limite & quindi uguale a

1 [los2e 0 gint
L= lim - / et arctan tdt —|—/ —dt .
z—+o0 I 0 2 t3

Questo limite, come nell’esercizio precedente, si presenta nella forma indeterminata
00/00. Possiamo applicare la regola di De L’Hopital, ricordando che

log 2x
D (/ e' arctan tdt) = 1827 gretan(log 22) - D(log 2x)
0

1
= 2z arctan(log 22)— = 2 arctan(log 2z),
x
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Si ha ) 5
L= (H)= mginoo (2 arctan(log 2x) + 22 sin(;))
. 1 .
=2 hr_P arctan(log 2x) + 1 lim xsin(=)
1 2 1 i 1
2Ag)+g Jip wsin(D) =mtg i SE =g
(abbiamo usato il campio di variabile y = 2)

45) 1l limite si presenta nella forma indeterminata 0 - +o0; infatti si ha
1

E 1 oo 1
lim tetdt = / t3etdt = +oo
z—0+ Jq 1
per il criterio del confronto per gli integrali impropri, poiche t3e

Esaminiamo ’andamento della funzione 16 log(cos(x))—4 log(cos(2
usando lo sviluppo di Taylor di cos e log

1

T
1

cosyflfiy +—y* +o(y")

24
log(1 —y) = —y = 5y +o(y"),
per cui si ottiene
1
log(cos 2z) = (

1 1 1 2 1 1
log(cos x) ( % x? + ) - 5(—5172) +o(z?) = —=a? — 4

1 4 1 1 2 2 4\ 2 4 4
5 (20)? +24(2x)) 2( 2(2@) +ofa?) = —2a% - 2
e quindi

16log(cos(x))

— 4log(cos(2x)) = 4z* + o
Si ha dunque

x4).
I = 11%1 (1610g(cos( ))—4log(cos(2x)))/

tBetdt =4 lim z* /I 3¢t dt.
1 =0+ 1
Riscriviamo questo limite nella forma indeterminata oo/oo

1

/ztf”e%dt
L=4 lim 2L

z—0+ 4

Possiamo allora applicare la regola di De L’Hopital, ricordando che

~ t3 per t — 4o00.
x)) per x — 0,

34
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46) Il limite ¢ analogo al precedente. Calcoliamo lo sviluppo di Taylor della funzione
121og(cos x) — 4log(cos(v/3z)). Si ha

1 1
cosz =1——2%+ —z* +o(z?)

2 24
1 1
cos(V3z) =1— 5(\/556)2 + ﬂ(\/gar)‘l + o(z™)
3 3
_1_2,2,9,4 4
57 + 5" + o(z®),
e quindi (ricordando che log(1 —y) = —y — 14 + o(y*))

1 1
12log(cosx) = 1210g(1 - 5902 + ﬁxA + 0(334))
1 1 1,1
= 12(—5332 + ﬁx‘l - §(§x2)2 + o(x4)) = —62% — 2? + o(z?)

41og(cos(V3x)) = 410g(1 - ng + gm‘l + 0(364))
1
St —(§x2)2 + o(x4)) = —62% — 32" + o(x?).

3
:4(__ 2
7+ 5

2" T8 T2
Dunque si ottiene lo sviluppo di Taylor

121log(cos ) — 4log(cos(V/3x)) = (—62® — %) — (—62” — 32*) + o(z?) = 22" + o(2?).

Il nostro limite ¢ quindi uguale a

o

2 /T et dt
L= lim 21‘4/ t3e%dt =2 lim 1—4.
0+ 1 r—0+ T

Quest’ultimo limite si presenta nella forma indeterminata co/oo. Possiamo applicare
la regola di De L’Hopital, ricordando che

p([ etar) = (2)'e

Abbiamo dunque

) = —162 %e?.

(SE]
/~

| Do
—

I

oo

HI

w

(e

(ML

|

L=(H)=2 1l — =38.
( ) mi%l%* —4‘%75
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47) 1l limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Per applicare il metodo
degli sviluppi di Taylor dobbiamo determinare ’ordine di infinitesimo di numeratore
o denominatore. Studiamo per prima cosa il comportamento del denominatore, per
x — 0, che si presenta in una forma piu semplice. Ricordando lo sviluppo del seno

siny =y — % + o(y*), si ottiene

3
sin(zVv2) — v2sin(z) = ,\/ﬁ% + o(z),
quindi
4
x(bln(x\/i) - \/isin(x)) = —\/5% + o(z?).
Il nostro limite ¢ uguale allora a

e(2(sin z)%) _ e2 sin(z?)
4

—3v2 lim
z—0+ x
Possiamo calcolare il polinomio di Taylor di ordine 4 per il numeratore. Ricordando
2
gli sviluppi del seno (sopra) e dell’esponenziale e¥ = 14y + % +o(y?), e chesinz ~ z
per z — 0, si ha

e26in®)?) 1 4 2(sinz)? + 2(sinz)* + o((sinz)*)

3 2
=142(z— %)2 + 2zt 4 o(z?) =1+ 227 — §x4 + 221 4 o(z?),

e2sin(z?) _ 1 + ZSin(mQ) + 2(sin($2))2 + 0(954) =142z +22% + 0(364).

Dunque
e26ina)?) _ 2sin(z?) _ —2x4 —|—0(m4)
=3 ,
e il limite vale
24
—-3v2 lim —2— =2V2.
r—0+ xX

48) 1l limite ¢ analogo a quello dell’esercizio 47. Seguiamo qui uno svolgimento
leggermente differente. Possiamo riscrivere

e(3sin2 z) 63 sin(z?) _ 63 sin(zg)(e(i%(sin2 z—sin(z?)) _ 1)
Quindi, notando che exp(3sin(z?)) — 1 e che
(e(?’(Sin2 z—sin(@®)) _ 1) ~ (3(sin?® z — sin(z?))
per z — 0 (infatti ricordiamo che e¢¥ — 1 &~ y per y — 0), si ottiene il limite

3(sin” x — sin(z?))

um, z(sin(2z) — 2sin(x))’

L =
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Esaminiamo prima il denominatore. Calcoliamo lo sviluppo di Taylor della funzione
sin(2x) — 2sin(z) fino all’ordine 3:

1 1
sin(2z) — 2sin(z) = (22 — E(?x)3 +o(2%) —2(z — gx?’ + o(z?))
= — a3 +o(a?).
Quindi il denominatore vale
z(sin(2z) — 2sinz) = —z* + o(z?).

Per quanto riguarda il numeratore, si ha

1 1
sin®x = (z — 6333 + o(x3))2 =2? - §x4 + o(z?),
sin(z?) = 2% 4 o(z?),
per cui
3(sin?  — sin(2?)) = —a* + o(z?).

Possiamo calcolare ora il limite

—x* 4+ o(a?)

L= lim £ 7o)
s T o(x?)

49) Tl limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Possiamo applicare la regola
di De L’Hopital, ottenendo

log(cosh(2z)) + log(cos(2x))

L= 1
Pl log(cosh(222)) — log(cos(2z2))

sinh2z  _sin2x
—(H) = i cosh 2x cos 2x
(H) it sinh(222) sin(2z?)
cosh(2z2) cos(2x2)
sinh(2x) cos(2x) — cosh(2z) sin(2x)
— fim cos(2x) cosh(2x)

-0+ - sinh(22?) cos(2x?) + cosh(22?) sin(222)
cos(2z2?) cosh(2x2)

1 i sinh(2z) cos(2x) — cosh(2z) sin(2x)
2 20+ x(sinh(222) cos(222) + cosh(222) sin(222))
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(si e usato coshy — 1, cosy — 1 per z — 0). Quest’ultimo limite ¢ ancora nella forma
indeterminata 0/0. Possiamo quindi ri-applicare la regola di De L’Hoépital:

—2sinh(2z) sin(2z)

L=(H)= 1 .
(H) et sinh(222) cos(2x?) + cosh(2x2?) sin(222) + 822 cosh(2x2) cos(222)

Possiamo semplificare questo limite ricordando che sinh(2z) = 2z e sin(2x) & 2z per
x — 0. Si ottiene

—822

L= 1 .
Rl sinh(2x2) cos(2x2) + cosh(222) sin(222) + 8z2 cosh(222?) cos(2x2)

Possiamo ancora una volta applicare la regola di De L’Hopital.

L= (H)
lim 10z
=0+ 24x cosh(2x?) cos(222) + 3223 (sinh(222) cos(2x2) — cosh(222) sin(222)

(H) = 111%1+ - 16/ (24 cosh(22?) cos(2z?) + 16022 (sinh(22?) cos(22?)
xTr—

2
— cosh(22?) sin(2x?)) — 2562 sinh(22?) sin(2x2)> =-3

Si consiglia di calcolare il limite usando anche gli sviluppi di Taylor (si veda ’esercizio
seguente).

50) Il limite & analogo a quello dell’esercizio 49. Calcoliamolo qui usando gli sviluppi
di Taylor di log, cos e cosh. Si ha

1 1 1
coshy = 1+ §y2 + ﬂy‘l + 0(y4) =1+ §y2 + o(yQ),

1 1 1
o B 4y 1,2 2
cosy 5Y 5y Toly) Y +oly),
per cui

1
cosh(zv2) =1+ 22 + Em‘l + o(z),

1
cos(xvV?2) =1 —xz2 + 6:r4 + o(z),

cosh(z?v/3) = 1+ ;x‘l + o(z),

cos(z?V3) =1 — gw‘l + o(z).
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Quindi, ricordando che log(1 + z) = z — $2% + 0(2%) = z + o(2) per z — 0, si ottiene
log(cosh(zv/2)) = log( 1+ x% + %x‘l + o(z1))
=z%+ éx‘l + o(zt) — %(902 +o(z?))? + o(z?) = 2 — %sc‘l + o(z*)
log(cos(zv/2)) = log(1 — 22 + éx‘l + o(z*))
= —z? 4 %x4 +o(z*) — %(—x2 +o(z%))? + o(x*)
R %x4 + o(z*)
log(cosh(z%v/3)) = log(1 + ;fl + o(z?)) = Za* + o(z?)

log(cos(z2v/3)) = log(1 — ;x‘l +o(zh)) = fgx‘l + o(z*).

Dunque, sommando, si ha infine

log(cosh(zv/2)) + log(cos(zVv2)) = (22 — éx‘l +o(z*)) + (—2% — lx‘l + o(z*))

3
= - §x4 + o(z")
log(cosh(z2v/3)) — log(cos(2*V/3)) = (g:c‘* + o(z)) — (—gx‘* + o(z%))
= 3z* + o(z"),
e quindi
. log(cosh(2v/2)) +log(cos(ev2) _ . —Fat+o@) 2
2—0+ log(cosh(22v/3)) — log(cos(z2/3))  «—0+ 3zt + o(z1) 9

Si confronti questo metodo di risoluzione con quello dell’esercizio 49.

51) Esaminiamo per prima cosa il denominatore: notiamo che si ha

log(1
i 2UEEPY) oy gy, T g
y——+o0 Y y—+oo 1
e quindi anche
1
3
(log(l + eXp(%)))
lim - =1.
T—-+00 (ﬁ)g
2

Dunque il limite cercato & uguale a

(a3)
arctan(2t)  log(2 + cost)
[ e

8
1
+
8
8
ol
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/ arctan(2t) &t / log(2 + cost) &t
(1+41¢2)

L’integrale improprio

+oo .
/ log(2 + cost) it
1 (1+1¢%)

¢ convergente (applicare il criterio del confronto con log 3/(1+ t2)), per cui il secondo
limite si presenta nella forma ¢/ + oo, ovvero ¢ uguale a 0. Ci siamo quindi ridotti al
calcolo di

(@3)

arctan(2t)

T At i
1 NG 1 arctan(f(x3 ) %x_%
235 lim 1 =(H)=2% lim L2
z—too i z—+oo o

=

25 lim 2arctan(2(x%)) =7 23,

r—4+00

52) Possiamo razionalizzare il quoziente moltiplicando e dividendo per

v eos(x?) +/cosx.

Si ottiene cosi il limite

4 | cos(z?) — cosx 2 .. cos(a?) —cosw

~ lim =2 lim ——t——.
3 e—0+ (\/W + \/m) (cos(x3) — cos a:) 3 a—=0+ cos(a?) — cosz

Possiamo applicare il teorema di De L’Hopital, ottenendo

2 cos(z?) — cosx () = 2 —s.in(:c2)2ac + si.na:
3 =0+ cos(x3) — cosx 3 2—0+ —sin(x3)322 +sinx

() - 2 lim cos(z?)4x? — 2siT1(x2) +oosz g
3 2—0+ —cos(x3)92x* — 6xsin(a3) + cosx 3
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53) Il limite ¢ analogo al precedente. Proponiamo un calcolo alternativo usando gli
sviluppi di Taylor. Si ha

1
cos(z?) =1 — 5:104 +o(z*) = 1 + o(x?),

cos(vV3x)=1— gxz + o(z?),
cos(z®) =1 — %xﬁ + 0(z%) = 1 + o(2?),
cos(V2x) =1 — 22 + o(2?),

1
\/1+z:1+§z+0(z);

quindi
Veos(2?) = /14 o(a?) = 1+ o(a?),
\eos(V3z) =1/1— gaﬂ +o(z?)=1- %xz + o(z?),
4<\/cos(x2) - \/cos(\/gx)) = 32 + o(2?),
3(cos(z®) — cos(v2x)) = 322 + o(a?),
per cui

4<W‘VCOS(‘/§$)) 32% 4 o(a?)

lim = lim —S——%
z—0+  3(cos(x3) — cos(v/2 1)) =0+ 322 4 o(z?)

54) 11 limite si presenta nella forma indeterminata (+00)°. Trasformiamo il limite in
forma esponenziale:

1 xT
lim exp ( (— arctan x) log (/ e*tlogt dt) > .
r—400 x 1

Dobbiamo quindi calcolare il limite

x log (fm e?t logtdt)
L= lim ((% arctan x) log (/ et logtdt)) = g lim ! ;
1

T——+00 T——+00 €T

il risultato cercato sara dato da e”. Il limite si presenta ora nella forma indeterminata
00/00. Possiamo applicare il teorema di De L’Hopital, ricordando che

r e?*log x
Dllo (/ e?'lo tdt)) ="
( & 1 & [1 et logtdt
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Quindi

L=(H)=1

|
I
5

Dunque il limite cercato ¢ €.

x

li

e2* log x
m —
+oo [ et logtdt

2% logx + %629”

m
+00 e logx

42



