Calcolo di integrali - svolgimento degli esercizi

1) Calcoliamo una primitiva di cos(3x)e®*. Integriamo due volte per parti, scegliendo e**dxz come
fattore differenziale e cos(3x) come fattore finito. Si ha

S5x 3
/cos(3x)65$dx = % cos(3x) + H / e’ sin(3x)dx

S5x 5x
= % cos(3x) + g {% sin(3z) — g/COS(3$)e5wd4

1 3 9
= 565'” cos(3x) + %653” sin(3x) — % /cos(3x)e5xdm.

Si ottiene quindi

3 cos(3z)e’*dr = 65—m(5c0‘(3 ) + 3sin(3z))
o z)e’de = o s(3z r)),

da cui
659:

/COS(BI)GSIdiL‘ =31 (5cos(3z) + 3sin(3z)) + C.

Indicando con I 'integrale richiesto, si ha

1 s

1= o7 [ (5 cos(3z) + Bsin(3x))]
_ 1 10w _ — 3 107 _
BE7U SR  VICE)

2) Lavoriamo come nell’esercizio precedente, integrando due volte per parti. A differenza dell’esercizio
1, consideriamo sin(2z)dz come fattore differenziale e €?* come fattore finito. Si ha

~ cos(2x)

/sin(2x)e4xdaj =
22) . L sin(2 .
SCCL [euw p / Sin(2x)e4ldm]

_ode cos(2x)
2

et 42 / e cos(2x)dx

+ e sin(2z) — 4/Sin(2x)e4$dw.

Si ottiene quindi

64:1:

5/sin(2x)e4”dx = — (2sin(2z) — cos(2x)),

da cui "
/sin(Zm)e“dm = 61—0 (2sin(2z) — cos(2z)) + C.

Indicando con I l'integrale richiesto, si ha

= o [et@sin(2r) — con(2) ]2
- %0(1 — ™).
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3) Osserviamo che la funzione integranda & pari. Indicato con I 'integrale richiesto, risulta
1

2 Lt
I= 2/ t* arctan(2t)dt = Z/ x® arctan xdzx,
0 0

avendo utilizzato la sostituzione x = 2t.
Calcoliamo una primitiva di 22 arctan z, integrando per parti. Scegliendo z?dz come fattore differen-
ziale e arctanz come fattore finito, si ha
/w2 arctan xdx = $_3 arctanx — l/ x—S xT.
3 3/ 1+ a2

Effettuando la divisione tra i polinomi z3 e 1+ z2, si trova

1'3 T
/mdl‘—/(x‘m)dw

1
Ricordando ora che una primitiva di ﬁ e 3 log(1 + %), si ha
3
9 T 1 1 T
tan xdr = — arct - = dr+ - [ ——=d
/marcanxm 5 arctanz 3/xm+3/1+x2x

3

1 1
= % arctan x — 6:32 + 6 log(1 + x?) + C.

Quindi

I =— [22® arctanz — 2* + log(1 + 332)](1)

R =R

(g —1—|—10g2).

4) Di nuovo, la funzione integranda & pari. Effettuando la sostituzione z = 2t, si ha

I= 2/ t? arccos(2t)dt = / x? arccos zdz.
0 0

1
4
Integrando per parti, si ha

V3

V3
SCS 2 1 ] xS
I = Z |:? arccost + E/O \/T—deZﬂ
V37 " 1 =2 x3 d
= — 4+ — —dz.
192 12 )y V1-—22

Per il calcolo dell’ultimo integrale, effettuiamo la sostituzione x = siny, da cui de = cosydy. In
particolare, i nuovi estremi di integrazione sono y = arcsin0 = 0 e y = arcsin @ = %.5iha

3 .4
1/2 z3 d 1[5 4 d
— ——dr = — sin
12/, Vi—=2'T12), v

.

1
= siny(1 — cos® y)dy

12 o

I . 2
=3 ; (siny — siny cos” y)dy

1 costy]®
_1—2{—cosy+ 3 L

1 5 5

12 24 288"
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Quindi
3 5 1 3 5
I:Q+—:—(£Tf+—).
192 288 96 * 2 3

5) Operando come nei due esercizi precedenti, si ha

1

L
I= 2/2 2 arcsin(2t)dt =
0

Sk

/ 2% arcsin zdzx.
0

| =

Integrando per parti, si ha

i

I =

1 s 3
1 ? arcsin x . 12 — $2

3

o /\/"
C96v2 12)y V1 — a2

Per il calcolo dell’ultimo integrale, possiamo procedere come nell’esercizio precedente o, in alternativa,
effettuare la sostituzione z? = y. Si ottiene

1 1
vz 3 1 [2 Y
——dr = - d
/0 V1—2a? 2 Jo 1*Z/y

dr.

2)y VIi—y 2
1702 ; 171 ; Rk
— |2 —y)z —2(1—9)2| =|=(1—y)2 —(1—y)2
2[3( y)2 —2( y)?h [3( y)2 —( y)?}O
2 5

3 6V2

Quindi
S - I
96v2 123 6v27 12%6y2 3 82/

6) Si tratta dell’integrale di una funzione razionale fratta in cui numeratore e denominatore hanno
lo stesso grado. Possiamo effettuare la divisione tra i polinomi t?+3t+4 e t?>+4t+5 ottenendo

4+ 3t+4 t+1
2 4+4t+5 2 +4t+5

oppure, equivalentemente, decomporre nel modo seguente
/t2+3t+t+4+1—t—1dt_/ S S P 1/2t+4 2,
t2+4t+5 B 244t +5 2 t2+4t+5
1

1 2t +4
=t— ————dt dt
2/t2+4t+5 +/(t+2)2 1

=t— 5 log(t2 + 4t + 5) + arctan(t + 2) + C.
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Si ha quindi

1
—1—-log2
5 0821 g

1
I= {t ~5 log(t* + 4t + 5) + arctan(t + 2)]
—2

7) Procedendo come nell’esercizio precedente, si ha

2 —t+2 t
——dt = 1+ ———]dt
/ﬁ—at+2 /('+ﬁ—%+2)
1 2t —2+42
=t+- [ ————dt
+2/ﬁ—%+2
1 2t — 2 1
=t+ = [ ————dt ———dt
+2/t2—2t+2 +/(t—1>2+1
1
=t+ 3 log(t* — 2t + 2) + arctan(t — 1) + C.

Si ha quindi
1
1
I= t+—10g(t2—2t+2)+arctan(t—1)} :\/3—10g2+i.
2 1-V3 3

8) Usiamo la sostituzione ¢? = sinhz, da cui si ottiene

cosh x

r = settsinh t? = log(t? + /4 +1) e tdt= dx.

Inoltre

Vit +1=1sinh?z + 1 = cosh .

I nuovi estremi di integrazione sono = settsinh 0 = 0 e x = settsinh 1 = log(1 + +/2). Si ha quindi

1 log(1+v2)
I= 5/ sinh? zdz.
0

Calcoliamo una primitiva di sinh?z integrando per parti.

/sinh2 xdr = sinh x coshz — /cosh2 xdx
= sinhx coshz — / (1 + sinh? :c) dx

. .12
=sinhxcoshz — x — /smh xdx.

Si ottiene

/s' W2 wd sinhxz coshx — x LC

mh“zde = ——M——— .
2

Quindi

1
I= 1 [sinh z cosh z — :z:]i)og(“rﬁ) :
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Per calcolare comodamente sinhz e coshz in z = log(1 + v/2), pud essere utile ritornare alla
variabile ¢, ricordando che sinhz =2, coshz =Vvt4+1 e
x =log(t? + vt +1). Si ha, percio

1
x]tog(lﬂL\/i) _

PQ\/t44—l-—log(t2—% t4—%1)}
(\/5 —log(1 + \/5)) .

1
I = — [sinh hx —
4[s1n x coshx .

=] =

9) Per la parita della funzione integranda, si ha

1
1:2/‘RVﬁ+1m.
0

Effettuiamo ora la sostituzione t3 = sinhz, da cui si ottiene

h
z = settsinh 2 = log(t> + V6 +1) e t3dt = cos3 T,

Inoltre

\/t6—|—1: \/sinhQac—i—l:coshx.

9 log(1+v/2)
I = g/ cosh? zdz.
0

Integrando per parti o, in alternativa, utilizzando la relazione

Si ha

h2 1
Cosh21,::59§__fli;_7
2
sinhx coshz + x

2
Calcoliamo ora una primitiva di cosh?z utilizzando un altro metodo. Ricordando che coshz =

et 4+e "
/cosh2 zdxr = /

. o egs . 2 N
si trova che una primitiva di cosh®z ¢

— = S1 ha
2
x _1-)2

=

TN TN
/N 7N
o %
|
¢
w‘l
8
~__

sinh z coshx + =
2 )
r _ ,—x

e’ —e
avendo ricordato che sinhz = — Si ottiene quindi

1
I= 3 [sinh z cosh z + a:]g’g(“rﬁ)
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e, ritornando alla variabile ¢

1 1
I= 3 [sinh z cosh x + J:]Bog(1+\/§) =

[V T+ log(t? + VIS + 1)
(\/§+log(1 + \/5)) .

0

1
3
1
3

10) Utilizzando la sostituzione /r = sinht, si ha

1
de =2coshtdt e Vrx+1=+V sinh?t + 1 = cosh t.
T

Si ottiene quindi

log(1+v2) (g ¢
I=2 dt = 2 [1]°50HV2) _ 9100(1 + V/2).
/0 O i = 211 o1 +V2)

11) Osserviamo che la funzione integranda & pari.
Inoltre, la presenza di cosz al numeratore suggerisce la sostituzione sinz = t. Si ha subito

= 2 [settsinh t}é

=2 [log(t VT 1)} = 2log(1 + V2).

1
0

1
I=2 [ ——dt
/0 V12

12) Effettuiamo la sostituzione cosx = ¢, da cui si ottiene

0 1
1 1
T—— [ g gt —10g(1+ VD),
/1 NESE /0 NIESE &l )

utilizzando il conto eseguito nell’esercizio precedente.

13) Si tratta di un integrale che deve essere trattato con un po’ di attenzione. Effettuiamo un
raccoglimento al denominatore. Si ha

2 1
I:/ 5 5 dx.
o cos?z(tan®z + 2)

A questo punto, sembra naturale usare la sostituzione t = tanz, mediante la quale i nuovi estremi di
integrazione sono t =tan0 =0 e ¢t = tan 27w = 0. Ne risulterebbe I = 0. Il risultato e, evidentemente,
falso dato che I € un integrale di una funzione positiva su un intervallo di ampiezza non nulla.

La sostituzione ¢t = tanx ¢ lecita sugli intervalli in cui la funzione ¢ = tanz € iniettiva, e cid non si
verifica nell’intervallo [0, 27]. Per poterla utilizzare, & necessario suddividere [0, 27] in sottointervalli
nei quali ¢t =tanxz sia invertibile.
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1
Grazie alla periodicita (di periodo 7) di f(x

=5 valgono le seguenti uguaglianze
sin” x + 2 cos?® x
2m
/0 sin? 2 + 2 cos2 / x sin? 2 + 2(:052

3
5T 1
/ dx—i—/ -
= sin z+20082 z

2 2 x
sin” x + 2 cos? x

M|0~7

w3

jus
2

/7
dx.
COS :L‘(lan X + 2)

Nell'intervallo (=7, 5), la sostituzione t = tanz ¢ lecita. Effettuandola, si ottiene

+oo 1 +oo 1
1:2/ —dt:4/ _—_at,
e 242 0

242
grazie alla parita della funzione integranda

1

242
1 2 t
+ e %arctan <ﬁ> . Sl ha
t
(%) +1

Calcoliamo l'integrale improprio mediante la definizione, ricordando che una primitiva di

I =22 lim [arctan( t

b——+o00

S

N———

—_
o

14) Operando come nell’esercizio precedente, si ha

2m 1 1
—5 dx
o 2sin“x+ 3cos?zw

= ) 5 xXT
-z 2sin“x + 3cos?

1 : 1
= dLL‘—I—/
/_% 2sin? 2z + 3cos?

z 2sin’ z + 3cos? x

+o0 1
/ de = 2/
= cos?z(2tan? z + 3)

——dt
: . 2243

/ 2t2+3 \/>/ i \/’t_
arctan <\/gt)L= gf.

15) Effettuiamo qualche passaggio che ci permette di eliminare il valore assoluto. Si ha
1 1
I:/ arctan /1 + 2|z|dx = 2/ arctan v'1 + 2zdx
—1 0

V3
=2 / t arctan tdt,
1

T

Nlw

w3
[V
3

3

\/_ hm
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avendo usato la sostituzione +/1 4 2z =t.
Calcoliamo una primitiva di 2tarctant integrando per parti.

t2
/2t arctan tdt = t2 arctant — / ——dt
1+ ¢2

1
= t?arctant — 1——— |dt
1+ ¢2

= t?arctant — t + arctant + C.

Quindi
I= [(t2+1)arctant7t];/§: gﬂf\/g+1.

16) Eliminiamo il valore assoluto con gli stessi passaggi dell’esercizio precedente. Si ha

1 2
1 1
1= 2/ arcsin ——dx = 2/ t arcsin (—) dt,
0 vV 2 + 2x V2 t

avendo usato la sostituzione +/2 4 2z = ¢. Integriamo per parti e otteniamo
2 2 2
1 1 1 1
/ 2t arcsin <—) dt = {tz arcsin (—)} - / A — <—2) dt
V3 t t)]va V3 /1_ t% t
1\1? 21
= {tz arcsin (—)} +/ —dt
tlva Jva 1- %

2
t

SR e
6 V3 Vit —1
T 2 T

=T 2 1] =Ty 3o,
5t [ 58 V3

e . t 2t
avendo osservato che una primitiva di = e Vit2 -1

17) Utilizziamo la sostituzione +/x +1=1¢, da cui si ha dx = 2td¢. Si ottiene
s
I= 2/ t*sin tdt.
0
Calcoliamo una primitiva di ¢2sint integrando due volte per parti.

/t2 sintdt = —t% cost + 2/tcos tdt

= —t2cost+2 (t sint — /sintdt)

= (2 —t*) cost + 2tsint + C.

Quindi
I=2[(2—1t*)cost+2tsint]; =2(x° — 4).
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18) E dello stesso tipo dell’integrale dell’esercizio precedente. Effettuando gli stessi passaggi, si ha

5 x
I:2/ t? sintdt = 2 [(2—t2)cost+2tsint]5’
0
2

2 s
—Zav/3-2-T
37”/5 9

19) Lavoriamo sul denominatore. Si ha

; 1/“52“ 1 y 1/“5‘ L
= — r = — —dt,
2 /0 (20—-1)/(2z—1)2+1 45 tVi2+1

2

avendo usato la sostituzione 2z —1 =1¢.
Proseguiamo ora utilizzando la sostituzione +t2+1 = y, da cui si ha tdt = ydy e t? = y®> — 1. Si

ottiene
vy

VB
/ _ L - / _
Vi tWVit2+1 V3 B2ViE2 +1
3
Y
/2 y(y? —1)

3
1
- — 4
/2 21"

1/3 1 1
=5 1 1 Yy
2/ \y—1 y+1
1{ |y1]3 1. 3
= —|lo = —log —
2 ly+1]], 2 2
Percio 5
I=-log—

20) Ripercorriamo i passaggi dell’esercizio precedente operando in modo leggermente differente. Si

ha
1 s 1— 3z 1301
I=— dx:——/ ———dy,
2 Jvsr1 (1-32)%/(1—-32)2+1 6/, y2—1

avendo usato la sostituzione /(1 —3z)2+1 = y, da cui si ha (1 — 3z)dz = —%ydy. Utilizzando
quanto calcolato nell’esercizio precedente, si trova
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21) Decomponiamo opportunamente la funzione integranda. Si ha

2 —204+5  5(142?) 2x 422
(14+22)2  (1+22)2  (1+22)2 (1+22)?
¢ 2 2
¢ —2x+5 1 T
/Wdl’ = 5arctan:17 + H—I‘Q — 4/ mdl‘

22

Calcoliamo ora una primitiva di ——— integrando per parti.
(1+22)? &
T
Consideriamo x come fattore finito e ﬁdm come fattore differenziale, osservando che una
x
. . T 1 2x . 1 1 .

primitiva di E=IE =3 1122 e data da T a2 Si ha

x? T
/7(1+x2)2dx—/x-7(1+I2)2dx

_ T +1/ 1 d
T2+ " 2) 14 2™

_ 1
= —m —+ Earctanx—}—c.

2_2z+5
Quindi, una primitiva di % ¢ data da
X

2x 2+ 1

Sarctanx + T3 22 + To a7 2arctanz = 3arctanx + I a2

e 'integrale richiesto vale

2 +11" 3 1
=-mT+ -.

I = 3arctanx+m 074 5

22) Ripetendo i passaggi effettuati nel calcolo dell’integrale precedente, si trova

I=n+1.

23) Lavorando sul denominatore, si ottiene

e

V3
I / L4 / R
= —_—ar = _— s
1 2yl —x vz /1 —1t?
avendo usato la sostituzione +/x = t. Quindi, si trova

12°

v

I = arcsint |
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In alternativa, ’esercizio puo essere svolto nel modo seguente.

/% 1L /% 1 .
—_—ar = —_—ax
1 VAr — 422 1 /1= (22 —1)2

1

= = [arcsin(2z — 1)]F =
2 3

E .

Quest’ultimo procedimento e utilizzato anche per il calcolo dell’integrale successivo.

24) Siha
g 1 1 2
I= / dx = - [arcsin(3x — 1)]3 = —
1 /1 —(38x—1)2 3 E
25) Siha

=T —T g
_/g SN

Utilizzando la sostituzione /x =sint si trova

1
Fd:c:costdt e V1—x=+1-sin’t=|cost| = cost,
x

osservando che, nell’intervallo di integrazione, cost € positivo. Percio si ottiene

[MEFSE
“|%
—_
3

g 1
I:/ sin2tdt:§[t—sintcost]

s

3

Ricordiamo che una primitiva di sin®¢ si pud trovare integrando per parti, analogamente a quanto
fatto nell’esercizio 8.

26) Per il calcolo di questo integrale, utilizziamo un metodo alternativo a quello proposto nell’esercizio
precedente. Decomponiamo in questo modo

1[5 -92+3—3 1 (3 —92+3 1[5 1
I =—= —_—dr = —— —dr + = —dx
9Jz V6x—922 9Jz V6x — 922 3Jz V6x — 922

AT S
=—— x — 9z - —dx
9 3 3Jz V6x— 922
1 T 1
=—— - = _—(n+2).
5 18 1"

Per il calcolo dell’ultimo integrale, abbiamo utilizzato il risultato ottenuto nell’esercizio 24.

27) Decomponiamo la funzione integranda nel seguente modo

sin® z = sinz(1 — cos® z).
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Si ottiene

% 3 3 5
I :/ (sinx—sinx0052 x)dx = {— cosx + COZ x} = =
0

28) Decomponiamo la funzione integranda nel seguente modo
tan® 2 = tan (1 4 tan?x — 1) = (1 4 tan® 2) tan x — tan .

tan? x

B si ha

Ricordando che una primitiva di (1 + tan®z)tanz &

jus
3

tan? 4 1
Iz{agx—i—logcosx@ :§—§log3.

jus

o

29) Poniamo 2* =t e integriamo per parti. Si ha

2 1 16
I :/ 223 log(xt)dx = 5/ logtdt
1 1

1
= §[t10gt7t]}6

1
=3 (161og 16 — 15)
15
=32log2 — —.
32log 5

30) Integrando per parti si ha
3 23713
I= 6/ z?log x dz = 2 {m?’loga: — —}
2 315

19
=2 (2710g3—810g2— ?) .

31) Scrivendo opportunamente la quantita sotto radice, si ha
1 1
1 1 1
I:/ NCEETE 5/ N
AVEDTEE B e
1
-1
= [settsinh (a:_)]
2 -1
2
z—1 z—1
1 —_— 1
og 5 + ( 5 ) +

= —log(v2—1) = log

-1

12
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32) Lavorando come nell’esercizio precedente, si ha

V2

[settsinh (w_—l)] 1
\/5 1—v2

(settsinh 0 — settsinh (—1))

1 1 1
1:_/ ;dx:l/ S S
V2 Sieva /=142 2 iy (H)QH

(settsinh 0 + settsinh 1)

log(1 + V2).

33) Moltiplichiamo numeratore e denominatore per cosz. Utilizziamo, inoltre, la formula di dupli-
cazione
cos2x = cos? & —sin®z = 1 — 2sin’z

e la relazione fondamentale cos?z = 1 — sin®z. Otteniamo

/% (1 — 2sin® z) cos =
1= - —5 T
o (2sinz+ 3)(1 —sin”x)

Effettuando la sostituzione sinz =t, si ottiene l'integrale di una funzione razionale fratta.

[E o (1-2%)
I*/O (2t+3)(1—t2)dt'
(1—2t%)

(2t + 3)(1 — 2)
(1 —2t2) A B C
(2t+3)(1—t)(1+t)*2t+3+1—t+1+t

_ (-A+2B-20)*+ (5B - CO)t+ A+ 3B +3C

N (2t +3)(1—t)(1+1) ’

Cerchiamo una primitiva di usando il metodo di decomposizione per fratti semplici.

da cui si trova

14 1 1
A:E,B:—I—O,C:_i.
Quindi
I:z/ g [ ——/
5) 2t+3 10/ t—1 1+t

7
[ log|2t+3|+—log|t1|—log1+t]
0

3 7
7glog271—010g27510g57310g3

4 1 1 71
S log2— (L+2)1
(5 10+2> °8 <5+2> 083

1
= —610g27 —910g3
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34) Ripercorrendo i passaggi svolti nell’esercizio precedente, si trova

20 1 23
1= 7log2+§log3f ﬁlogll.

35) Usiamo la sostituzione logz = ¢t mediante la quale 'integrale proposto si riconduce a un
integrale di una funzione razionale fratta. Si ha

log 2 t
I= —=dt.
/0 14—

Utilizziamo il metodo di decomposizione per fratti semplici e otteniamo

¢ A B (A-B)t+2A+B)

4—¢2  2—¢ 24t 4— 2 ’

1
e B= —3 Quindi

DN | =

da cui si ricava A =

1 [le2 /g 1 1 log 2
I=- — — — )dt=—=[log |4 — 2] ®
2/0 (2—t 2+t) 5 logl4 =71,

1
=—3 (log(4 — log? 2) — log 4)
1 2
=log2 — 3 log(4 — log® 2).

Osserviamo che I'integrale proposto puo essere calcolato piu rapidamente osservando che una primitiva
di t 1 =2t

] — = ——  —
4—t2 2 4-—1¢2
nell’esercizio successivo.

¢ log |4 — 2|, oppure usando la sostituzione log>z = ¢ , come illustrato

1 dt
36) Poniamo log”z =t . Si ottiene 8% o = 5 €
x
1 [log’2 1 log? 2
I=- 1= L iog )6 — e
5 gt =g loelo—

1 1
=3 log 6 — 3 log(6 — log? 2).

37) Per il calcolo dell’integrale richiesto, utilizziamo la decomposizione
sin® 2 = sina(1 — cos?z) e la sostituzione cosx =t . Si ottiene

0 1
I:—/1 (1—t2)log(1+t2)dt:/0 (1 —t?)log(1 + *)dt.
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Calcoliamo una primitiva di (1 —2)log(1+¢?) integrando per parti, considerando (1 —t2)dt come
fattore differenziale e log(1 + t?) come fattore finito.

3
/(1t2)1og(1+t2)dt<t%>1og1+t 2/ Sdt

= tfﬁ log(1 + %) Jrg/ 3t2
- 3 ) los( 5] 7a1

Per calcolare 1'ultimo integrale, effettuiamo la divisione tra i polinomi t* — 3t e t?+ 1. Si ottiene

4 2
o3 oy 4
2 4+1 241

Percio

th— 3t? t3
/mdt = g —4t—|—4arctant—|—0

e l'integrale richiesto vale

£ 2 (13 8 '
I= {(t - §> log(1 + %) + 3 (§ - 4t> 3 arctant}0
2

3

38) Usiamo la decomposizione cos®z = cosz(1 —sin?z) e la sostituzione sinz =t . Si ottiene

1
I:/ (1 — ) log(3 + t*)dt.
0

Ripercorrendo i passaggi svolti nell’esercizio precedente, si trova

= [((t - ?) log (3 +t2))+ % (g - 6f> + 4v3 arctan (%)]:
log 4+ V/3m — 137 :

39) Esaminiamo il segno della quantita 4 — log? z . Si ha
—log?z>0 & —2<logr <2 & e ?<z<el

Si trova, quindi, che nell’intervallo di integrazione risulta 4 —log?z > 0 e |4 — log? x| =4-— log” .

Si ha
? 1
[:/ ————du.
1 z(9 —log” z)

Utilizzando la sostituzione logx =1t , si ottiene

log 2 1 1 log 2 1 1
I= dt = - —t——at
/0 9—¢2 6_/0 (3+t+3—t>

1{ |3+t|}1°g2
=—|lo

g
3=t
1 3+log2
= —log ——.
6 3—log2
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40) Osserviamo che 4—log® x & positivo nell’intervallo di integrazione. Procedendo come nell’esercizio
precedente, si trova

1 4+1
1= —log7+ og3.
8 4 —log3

41) Utilizzando la seguente decomposizione

sin 3z = sin(2z 4 ) = sin 2z cos x + cos 2z sinx

si ottiene
T T cos2zsinz
I = / sin 2zdx + / ——dx

s COS T
6

B

6

Il primo integrale ¢ immediato e vale T il secondo si puo risolvere utilizzando la sostituzione cosx =t .

Si ha

COS T z COS T

V3
2

_ _/3 (2t2t— 1)dt

/% COSQxSiHCEdI/% (2cos2x71)sinxdx

Quindi

42) Utilizzando la seguente decomposizione

cos 3x = cos(2x + x) = cos 2z cos & — sin 2x sin x

si ottiene

™

x
3 cos2xcosT 3
—dx — sin 2zdzx.
s SN xr s

6

%.2(1 1
/lel’lx(E—i.

ol

Ora, si ha



17 integrali

Il primo integrale si puo risolvere utilizzando la sostituzione sinz =t . Si ha

/% cosQ:Ecosxdx /% (1—2sin2m)cosxdx

P sinx ™ sinx
6 6
V3
(1 — 22
- / A=20) 4
1 t
2
V3

Il
—
y
N
~ | —

|

[N}

~

QU

~

V3
:[log|t|7t2]f
2
1 1
=—-log3 — —.
2 %87 3
Quindi
I=—-log3—-1

43) Utilizzando la sostituzione x? =t , si ha

1
2
/ te?tdt.
0

Ora, una primitiva di te? puo essere facilmente ottenuta integrando per parti, considerando t come
fattore finito e e?*dt come fattore differenziale.

2t 2t 2t
te2tdt =t — < =% (o —1)+C.
/e 5 "1 1 )+
Si ha quindi

O =

[e* (2t — 1)]

| =

44) Procedendo come nell’esercizio precedente, si ottiene

1
I=-.
6

45) Dalla disparita della funzione f(x) = arctan z, segue
arctan(—2x) = — arctan(2x).

Usando poi la semplice sostituzione 2x =t , si ha

[:_1/1 arctantdt.
2 Jo (1—|—t)2
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arctant

Cerchiamo una primitiva di —m integrando per parti, considerando arctant come fattore
1
finito e —————dt come fattore differenziale.
(1+1)2
1 1
Ricordando che una primitiva di — e , si ha
(1+1¢)2 1+1¢
arctant arctant 1
- Sdt = — Sdt.
(1+1) (1+1¢) (1+t)(1+1¢2)

Decomponiamo ora
1 A Bt+C

0100 +2) 1+t 1422
(A+B)t?+ (B+O)t+A+C
(1+t)(1 +t2)

ottenendo A =C =

1 1 1 1 t 1 1
/(1+t)(1+t2)dt_5/1+tdt_5/1+t2dt+§/1+t2dt

1 1 1
= §log|1 +t| — Zlog(l + %) + iarctant—&—C.

1
(§ B:—§Slha

N | =

Si ottiene quindi
1

1 1 1 1 1
I=-|{——-2 tant — — log |1 + t| + — log(1 + ¢*
2Kt+1 2)31'(3&1’1 2og| +|+4og( + )]0
1 ! log2 + : log 2
T\ 2R e
1
= —-log2.
g8
46) Procedendo come nell’esercizio precedente, si trova
1
I=——log2.
12 &
47) Per calcolare questo integrale, utilizziamo la sostituzione 2cos(2z) = t da cui si ottiene

—4sin(2z)dr = dt, cioe —8sinx coszdr = dt.

Si ha quindi
Vi
I=— ——dt.
/1 (1+12)2

1
Calcoliamo una primitiva di ————— utilizzando quanto ottenuto nell’esercizio 21. Si ha
(1+1¢2)2
1 1+ t?
——dt= | ——=dt— | ——=dt
/ (14 1¢2)2 / (141¢2)2 / (14 1¢2)2
t 1
= arctant + m 3 arctant

1 arcta t+—t +C
= — I 1n .
2 (1+1¢2)
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Quindi, si ottiene

I ! arctant + v 2-V3 T
= —— |arctan — = - —.
2 (1+¢2) 1 8 24

48) Utilizziamo la formula di duplicazione
sin(2x) = 2sinx cos x

e la sostituzione 1 —cosx =t da cui si ottiene sinxdx = dt. Quindi, si ha

=
I:30/ sinx cosxv/'1 — cosx dx

0

= 30/2(1 —t)Vtdt = 30/2 (t1/2 _t3/2> dt
0 0
3/2 5/21%2
GO{t—t ] 6()(@ Q)
0

3 5 12 40

si ha L
I= —/ x(1 — cosx)dx
2Jo

1 ™
= —/ (z — zcosz)dx
2Jo

221" 1/“
=|—| —= x cos xdx.
41, 2/

Calcoliamo quest’ultimo integrale integrando per parti. Si ottiene
/xcosa:dx =zsinz +cosz + C.

Quindi

w2 1 - 2

I= T~ i[xsinercosx]o = %Jrl.

integrali



