Integrali impropri - svolgimento degli esercizi

1) La funzione integranda & continua su [1,400) e quindi localmente integrabile. Esaminiamone il
segno: si ha
1 1
0<—<1=sin’(-)>0
x x

log(z? + 1) — 2logz = log(z? + 1) — logz? > 0;

quindi l'integranda & una funzione positiva. Per applicare il criterio del confronto asintotico (per
x — 400) consideriamo i comportamenti asintotici di numeratore e denominatore: ricordando che
siny ~ y per y — 0, otteniamo

—_

.5
sin®y _ 4

. . 5 .
lim 2°sin®(=) = lim =
T—+00 €T y—0+ Yy

3

1 1
quindi sin®(=) ~ — . Inoltre, ricordando che log(1 +y) ~ y per y — 0, otteniamo anche
x x

lim z?(log(z? +1) — 2logx)

Tr——+00

1
= lim z*(log(z® +1) —logz?) = lim x?(log(1+ —))
T—+00 x

T—+00

— i 80ty

y—0+ Yy

)

1
quindi log(z? + 1) — 2logz ~ — . In conclusione, per il criterio del confronto asintotico il nostro

400 1
/ -3 d.T,
1 x

T
integrale ha lo stesso carattere di

ovvero converge.

2) L’esercizio ¢ analogo al precedente. La funzione integranda ¢ localmente integrabile e positiva.
Inoltre per x — +o0 si ha

1 1
. 6 - ~ -
sin (:c) (;z:

)6
log(2® +1) — 5logx = log(z® + 1) — 5logx =
_ Lisy o Lys
= log(1+(-)°) ~ (=)
Quindi
Sin6(%)

1
log(z® +1) —5logz (1)

1
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per il criterio del confronto asintotico il nostro integrale ha quindi lo stesso carattere dell’integrale

improprio
+oo 1
/ —dx,
1 :,C

ovvero ¢ positivamente divergente.

3) La funzione integranda & chiaramente positiva e continua su [1,400), e quindi localmente in-
tegrabile. Applichiamo il criterio del confronto asintotico con la funzione exp(—z) il cui integrale
converge:

L exp(@) exp(a?)
z—+oo 1+ exp(222)
2
= lim M: lim exp(z —2?) =0,
z—+oo  exp(2x?) z—+00

dunque il nostro integrale converge.

4) L’esercizio & analogo al precedente. la funzione integranda & localmente integrabile e positiva su
[1,+00). Si puo applicare il criterio del confronto con la funzione exp(—z): per > 1 si ha a* > =z,
quindi

2+ < 2% < 4z4,

exp(z?) exp(z) = exp(z? + 2) < exp(4x?) < 1+ exp(4a?),

e dunque
exp(a)

— < —x).
1+ exp(4z?) — exp(=2)

Dato che 'integrale improprio di exp(—z) converge, anche il nostro integrale ¢ convergente.

5) Esaminiamo il segno della funzione integranda. Si ha 2° — 2% +3 > 3 > 0 per x > 1, e inoltre
(dato che —1 < sinz < 1)
0 < log2 <log(3 +sinz) < log4.

Dunque

i 1 < 1;)g(3+sma:) < log4 1 .

Vo —P13 Vo - 13 Vi =753

Possiamo applicare due volte il criterio del confronto, ottenendo che il nostro integrale ha lo stesso
carattere dell’integrale

0 <log2

400 1

————du.
1 Vb —ax3+3
A questo integrale possiamo applicare il criterio del confronto asintotico, confrontando la funzione
integranda con la funzione |z|>/4. Dato che
5/4 5
x x
lim i = lim

4
S St S _ =1
T— 400 ,4/:1;5 — 3 +3 T— 400 xd — 3 +3 ’
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il nostro integrale ha lo stesso carattere di

+oo 1
/1 a]o/s

ovvero € convergente.

6) L’esercizio & analogo al precedente. Si ha x* — 2% +3 >3 > 0 per # > 1, e inoltre
0 < log2 < log(3 + cosz) < log4.

La funzione integranda ¢ positiva, e il nostro integrale (per confronto) ha lo stesso carattere dell’inte-
grale
+oo 1
- dx.
1 Vat — a3 +3

Dato che i
T L
z—+oo /gt — g3 + 3

7

per il criterio del confronto asintotico il nostro integrale ha lo stesso carattere di

+oo
1
o

ovvero e positivamente divergente.

7) L’esercizio ¢ simile ai due precedenti. Notiamo che 2 — 2% +3 >3 per 2 > 1, -1 < cos?z < 1, e
dunque 0 < log(2 + cos? z) < log 3. Si ha quindi

2
0< log(2 + cos® z) < log 3
Vab — a3 +3 7 Vab -3 +3

Dato che

5
Vab — 23 + 3~ 2%/

+oo

per x — 400, 'integrale
log 3

1 Vb —x3+3

per il criterio del confronto asintotico ha lo stesso carattere dell’integrale

+oo 1
/1 675 dx,

che e convergente. Per il criterio del confronto quindi anche il nostro integrale converge.

dx
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8) Osserviamo innanzitutto che la funzione integranda & positiva, quindi l'integrale improprio con-
verge o diverge positivamente. Inoltre,

HI-P cosh(e™®) =cosh0 =1

e cio suggerisce di confrontare asintoticamente la funzione

fz) =

3 A ( ) 3 1 : ?
con g xTr) = () t teIllaIIlO qullldl
X COSh(e ) + 1 \Ya i

3
x4

lim
z—+oo 3/x4 cosh(e=?) + 1

e concludiamo, grazie al criterio del confronto asintotico, che I'integrale proposto ¢ convergente.

9) Procedendo come nell’esercizio precedente, confrontiamo asintoticamente la funzione integranda

1
con g(x) = —, ottenendo
x
x

lim =1
w—+oo /23 cosh(e=*) + 1

Concludiamo, quindi, per il criterio del confronto asintotico, che 'integrale proposto diverge positiva-
mente.

10) Per stabilire il carattere dell’integrale dato, osserviamo che
—1<sin(e®) <1 e 2° +sin(e”) >0 Vo> 1.

Inoltre, arctanz > 0  Vz > 0, quindi la funzione integranda e positiva e l'integrale improprio

. - . . . . rarctanx
converge o diverge positivamente. Confrontiamo asintoticamente la funzione f(x) =

v/® + sin(e®)

con g(x)= ottenendo

1
3 )
02
3 3
Va2 xarctanx . Vb arctan z ™

lim ——— = lim = <.
v=too {/ad +sin(er)  wmFoo gomaf) | sin(en) 2

e l'integrale improprio diverge positivamente.

Si ha, quindi f(z) ~ 73
T

11) Procediamo come nell’esercizio precedente, osservando innanzitutto la positivita della funzione
integranda. Come prima, si trova

xarctan 1

~Y
a7 Fsin(er) ¥/t

fz) =

e si conclude, applicando il criterio del confronto asintotico, che 'integrale proposto diverge positiva-
mente.
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12) La funzione in considerazione si puo scrivere

B z(x — 2) B
flo) = |z — 1[4/3 & — 21077 —

x
lw — 1473 |z — 2|3/7
€T

per x > 2

7\x—1|4/3|x—2|3/7 perz<2ex#l1.

Dunque f & definita e continua su R\ {1, 2}. In particolare & continua (e quindi integrabile) su [—1, 0].
Dunque (B) non & verificata. Esaminiamo i rimanenti casi.

(C): f & continua e positiva su [3,+00). Si ha

x T - 1 - 1
& — 1[5 [z — 2377

~
~ =

|x|4/3 |a:|3/7 x(4/3)+(3/7)_1 - $16/21

“+o0
per x — +oo. Per il criterio del confronto asintotico l'integrale / f(x)dz ha lo stesso carattere
3

[
———dx.
3 |x|16/21

Dato che 16/21 < 1 questo integrale ¢ divergente, quindi (C') non ¢& verificata.

dell’integrale

(A): f & negativa e continua in [0,1). Possiamo applicare il criterio del confronto asintotico,

notando che
x 1

fz) = Tz — 1Bz — 2P/T ~ Cw— 1473

per x — 1—; dato che 1 < 4/3 l'integrale improprio

1
1
—=d
/0 o= 177 %

1
¢ divergente, e quindi lo & anche / f(x)dz. Dunque (A) non & verificata.
0

(D): f & positiva e continua in (2,3]. Possiamo applicare il criterio del confronto asintotico,

notando che
x 2

1@ = A —2pr ~ p—2pr

per x — 2+; dato che 3/7 < 1 'integrale improprio

1
2
———d
/0 o — 2377

1
¢ convergente, e quindi lo & anche / f(z) dz. Dunque (D) & verificata.
0
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13) Questo esercizio ¢ simile al precedente. La funzione in considerazione si pud scrivere

B x(x—1) B
1@ = G R =27 —

T
oz — 11375 | — 2877
X

perxz>1lex#2

_ - 1|3/5 T 2|8/7 per x < 1.

Dunque f ¢ definita e continua su R\ {1, 2}. In particolare & continua (e quindi integrabile) su [—1, 0].
Dunque (B) non ¢ verificata. Esaminiamo i rimanenti casi.

(C): f & continua e positiva su [3,+00). Si ha

T T _ 1 1
iz — 1175 |z — 2]/7

~ j—
~ = =

|2[3/5 x|/ — zB/5+E/D-1 — ,26/35

+ oo
Per il criterio del confronto asintotico l'integrale / f(z) dz ha lo stesso carattere dell’integrale
3

[
——= dx.
3 |x|26/35

Dato che 26/35 < 1 questo integrale & divergente, quindi (C') non ¢ verificata.

(D): f & continua e positiva su (2, 3]. Per il criterio del confronto asintotico, dato che

T N 2
|z — 1[3/5 |z — 2]3/7 ~ |z — 2J8/7

3
per x — 2+, l'integrale / f(x) dx ha lo stesso carattere dell’integrale
2

3 1
——d
/2 o — 2577

che ¢ divergente perche 8/7 > 1. Dunque (D) non ¢ verificata.

(A): f e definita, continua e negativa su [0,1). Possiamo applicare il criterio del confronto
asintotico per x — 1—, dato che

T N 1
|z —113/5 |z = 218/7 © |z — 13/

1

— — dx, ovvero ¢ convergente. Dunque
|z —1]3/5

1
ottenendo che il nostro integrale ha il carattere di — /
0

(A) & verificata.
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14) Questo esercizio ¢ simile ai due precedenti. Consideriamo la funzione in questione, che possiamo

scrivere
er —3

" Jz —log 2|*/3 |z — log 3[10/7"

f(z)

Essa & definita e continua in R \ {log2,log3}; in particolare & continua, e quindi integrabile in
[—log2,0], e quindi (B) non ¢ verificata. Esaminiamo le altre possibili risposte.

(D): la funzione f ¢ continua e negativa su [0,log2), e quindi localmente integrabile. Possiamo
applicare il criterio del confronto asintotico, notando che

fa@)~ (o)
7 \Jlog3 —1og 2[19/7) |z —log 2|4/3

per x — log 2—. Dato che 4/3 > 1 l'integrale improprio

10g2 1
——
/o v — log 2/ **

log 2
[ @
0

e divergente, e quindi anche

lo &. Dunque (A) non ¢ verificata.

(C): la funzione f & positiva e continua (e quindi localmente integrabile) su [log 4, +00). Notiamo
che

el‘ x

lim f(z) =

s oo s—too |2[3/3 [[107T i |z[58/21 — too,

e quindi f non & integrabile su [log4, +00). Dunque (C) non & verificata.

(D): la funzione f & continua e positiva su (log 3,1log 4], e quindi localmente integrabile. Possiamo
applicare il criterio del confronto asintotico, notando che

et —3 e3

li =
s x —logd log3’

e quindi
3

e’ — 3~ (106?)(3: —log3),

e’ 1

log 3 |log 3 — log 2|4/3> |z — log 3|3/7

f@)~ (

per  — log 3+. Dato che 3/7 < 1 l'integrale

log4 1
—=d
/log3 |$—10g3‘3/7 !

/llog4 fo) do

og3

& convergente, e quindi anche

lo ¢. Dunque (D) ¢ verificata.
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15) 1l fattore (1 — z3/2) & negativo nell’intervallo di integrazione come pure la funzione integranda,
quindi l'integrale improprio converge o diverge negativamente. Confrontiamo asintoticamente la fun-
. Va(l— 23/ 2)
zione f(x) = con
log(1+2)(@ + 1)

(@) x? 1
)= — = )
g z3logx zlogx

Si ha

lim ( Vil —a%)
z—+oo \ log(1 + z)(23 + 1)

) 23 log x (1 - %/2)
= lim L =
‘m logz
T—+00 10g(x + 1) o

(-aloga) ) =

1
Quindi, f(z) ~ — .
zlogx
+o00
Ricordando che / ] dx diverge positivamente, si conclude che l'integrale proposto diverge
9 xlogx

negativamente.

16) L’integrale dato puo essere studiato procedendo come nell’esercizio precedente o, in alternativa,
usando anche il criterio del confronto.

1 3/2
Si ha f(z) = log\(/li—(&— ;;(24 _: 0 > 0 nell’intervallo di integrazione e

logl+z)>1 e a*+1>a2' Vo>2

Quindi
Ve +2%?) Va4 a®?) Ve +ad?) 1

log(1+z)(z%+1) = ztlog(l + x) x? a2

Si deduce, quindi, utilizzando i criteri del confronto e del confronto asintotico, che 'integrale dato
converge.

17) Studiamo innanzitutto il segno della funzione integranda.
Il fattore (/x — 1) & negativo nell’intervallo di integrazione e cid implica che I'integrale improprio
converge o diverge negativamente. Notiamo, poi, che la funzione integranda e illimitata in ogni

intorno destro di = = 0.
-1
Confrontiamo asintoticamente la funzione f(z) = Valyr — 1) con
log(1 4 z3/4)(x® + 1)
1

g(x) = — i ber & — 0". Si ha

—zV4 . x(yx —1) ~ i oVt

li = = V=
04 log(1+ a3/4)(23 +1)  2—0+ log(1 + x3/4)
3/4

I a =1
om0+ 3/4 +o(x3/4) 7
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avendo usato lo sviluppo di Taylor log(1l +y) =y + o(y), per y vicino a zero. Dalla convergenza di

1
/ 1—/4dx, si deduce, per il criterio del confronto asintotico, che 'integrale dato & convergente.
o T

18) Osserviamo che la funzione integranda & positiva e illimitata in ogni intorno destro di @ = 0.
Procediamo come nell’esercizio precedente e concludiamo subito che

VIWERD) T Vi1

~ —

T = it ) @ 7 1)~ log(l+ 298 ~ 22 ~ 3

per x — 0+. Percio, l'integrale proposto diverge positivamente.

19) La funzione integranda & positiva nell’intervallo di integrazione, quindi l'integrale improprio
converge o diverge positivamente. Osserviamo che

24z

lim = lim z(%_l)
r——+00 X Tr——+00
. (2) . 2log x
= lim z\#) =exp| lim
x—-+00 r— 400 xX
=exp(0) =1,
24z
cioe, x = =~ x , per x — +o0o. Questo suggerisce di confrontare asintoticamente f (x) = 0
x3/2)og x
1
con g(x) = —=—— .Siha
9(x) z1/2logx
. :El/Qlogow% . xl/glogm-x#
lim — =T = lim ———— =1,
z—+oo  23/2]logx z—+oo /2. zlogx
da cui si legge che
1
I A —
/(@) z/2]og
+oo 1
Ricordando che / Tdm diverge positivamente, si conclude, per il criterio del confronto
9 zl/?logx

asintotico, che 'integrale proposto diverge positivamente.

20) L’integrale proposto & del tutto simile a quello dell’esercizio precedente: ripercorrendo gli stessi

passaggi, si ottiene
2—z _1
x = T
~

fz) =

212logz ~ z'/2logx -
o 1
 23/2loga T a3/2’

poiche logz > 1 Vax > e. Applicando i criteri del confronto e del confronto asintotico, si conclude
che l'integrale proposto ¢ convergente.
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21) Circa il segno della funzione integranda, osserviamo che essa ¢ negativa nell’intervallo di inte-
grazione, quindi 'integrale improprio converge o diverge negativamente. Inoltre, essa ¢ illimitata in
ogni intorno destro di ¢t = 0.

sin
Dal limite notevole }111(1] —~ = 1, si deduce che
() = sintlogt sintlogt _logt
T4 T /e T
1 . . Y
per ¢t — 0. Inoltre, per 0 < ¢t < — | vale la disuguaglianza |logt| > 1, che implica
e
logt  |logt| < 1
Tys/4 T 4p/4 T /A
1 1
per 0 < t < — . Ricordando che / mdt diverge positivamente, utilizzando il criterio del confronto,
e 0
. 1 logt . . . . . .
si deduce che Wdt diverge negativamente, come pure, per il criterio del confronto asintotico,

I’integrale dato.

22) Procediamo come nell’esercizio precedente, ripercorrendo gli stessi passaggi. Si ha

sintlogt sintlogt logt

f(): 1773 T . 4/3 ~t4/3’
1 . .

per t — 0. Inoltre, per 0 < ¢t < — , vale la disuguaglianza
e

logt  |logt| 1
Y Y VE Ry Ve

I criteri del confronto e del confronto asintotico permettono di concludere che I'integrale dato diverge
negativamente.

23) La funzione integranda & negativa e limitata nell’intervallo di integrazione. Effettuando il cambio
di variabile y = —x, si ottiene

—1 1 “+oc0
/ log(1l — e%)dx = 7/ log(l —e ™ ¥)dy = / log(1 — e™¥)dy.
1

—0o0 +oo

Confrontiamo asintoticamente f(y) =log(l —e™¥) con g(y) = —e ¥ .
Otteniamo
log(1 — eV v
TR (€ ) S VN L
Yy——+00 —e Y y——+00 679(1 — e*y)

Quindi, f(y) ~ —e Y, per y — +o0.
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400
Studiamo ora la convergenza di / e Ydy con il criterio del confronto. Si ha
1

1
eV=—c
ey Y

1
R

per y abbastanza grande.

+oo
Quindi / e Ydy converge e
1

—1 +oo
/ log(1l — e®)dx = / log(1 — e ¥)dy
1

— 00

converge per il criterio del confronto asintotico.

24) Osserviamo che la funzione integranda & positiva. Come nell’esercizio precedente, effettuiamo la
sostituzione y = —z, da cui si ottiene

—1 +o00o
/ log(1 4 **)dx = / log(1 + e~ %¥)dy.
1

— 00

Si ha ) ) )
log(1 + e—2¥ -2y -2y
g 080 HEET) ol
y—+0o0 e—2y Yy—+00 6_2y
avendo usato lo sviluppo di Taylor log(1l+ z) = z + o(z) , per z vicino a zero. Quindi,
log(1+e %)~ e 2,
per y — +00.
+oo
Dobbiamo ora studiare il carattere dell’integrale improprio / e~ 2Ydy. Per questo, utilizziamo due
1

metodi. Dapprima, osserviamo che vale la disuguaglianza

1 1
e_2y:—<—y:e_y Yy > 1.

—+o0
Ora, la convergenza di / e Ydy e stata provata nell’esercizio precedente: il criterio del confronto
1
+oo
permette di concludere che anche / e~ ?Ydy converge. In alternativa, dimostriamo la convergenza
1

“+o0
di / e~ ?dy mediante la definizione. Si ha
1

400 b
/ e %dy = lim e~ dy
1 b—+oo Jq

= —— lim [6721/]1;

T 22

Infine, il criterio del confronto asintotico permette di concludere che l'integrale dato converge.



